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1 内部重力波の支配方程式∼渦度方程式
密度成層流体中には重力を復元力とする波—内部重力波—が存在する．ここでは
密度成層をしている 2次元非圧縮非粘性流体の，静止状態に対する微小振幅の波
動について調べる．

線型化した 2次元非圧縮流体の支配方程式から出発する1．静止状態に対する微小
擾乱の振舞いを表わす方程式は，線型化した連続の式，運動方程式，熱力学の式
である．

∂u

∂x
+
∂w

∂z
= 0, (1)

∂u

∂t
= −1

ϱ

∂p′

∂x
, (2)

∂w

∂t
= −1

ϱ

∂p′

∂z
− ρ′

ϱ
g, (3)

∂ρ′

∂t
+ w

dϱ

dz
= 0. (4)

ϱ(z) は基本場の密度，g は重力である．

連続の式 (1) から流線関数 ψ を導入することができる．

u = −∂ψ
∂z

, w =
∂ψ

∂x
. (5)

(1)～(4) から渦度方程式を作ると次のようになる．

∂2

∂t2
(∇2ψ − 1

Hd

∂ψ

∂z
) +N2∂

2ψ

∂x2
= 0 (6)

1ここでの導出についてはシリーズ ‘2次元非圧縮流体の支配方程式（未完）’ を参照せよ
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ただし，N は Brunt-Väisälä 振動数，Hd は密度のスケールハイトである．

N2 ≡ −g
ϱ

dϱ

dz
, Hd ≡

N2

g
.

簡単のため，N,Hd は高さによらず一定と仮定する．

ψ = e
z

2Hd ψ̃(x, z, t)

と置きかえることにより (5) は

∂2

∂t2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
− 1

4H2
d

)
ψ̃ +N2∂

2ψ̃

∂x2
= 0. (7)
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2 内部重力波の分散関係

(7) の解を平面波の形で求める．ψ̃ = ψ̃0e
i(kx+mz−ωt) を (7) に代入することにより，

内部重力波の分散関係が得られる1．

� �
ω2 =

N2k2

k2 +m2 + 1
4H2

d

(8)

� �
ここでは k > 0 として話を進める．

• 位相速度

cpx = ± N√
k2 +m2 + 1

4H2
d

, (9)

cpz = ± N√
k2 +m2 + 1

4H2
d

· k
m

(10)

• 群速度

cgx = ±
N(m2 + 1

4H2
d
)

(k2 +m2 + 1
4H2

d
)
3
2

, (11)

cgz = ∓ Nkm

(k2 +m2 + 1
4H2

d
)
3
2

. (12)

1物理的に意味のあるのは実数部 Re[ψ̃] である．このことはエネルギーなど 2次の量を計算す
るときに注意しなければならない．一次の量（線型方程式）を扱うときには複素数のまま処理する
ことができる．
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小

大

(a)

内部重力波

(b)

図 1: 内部重力波の分散関係. (a) は k −m 面に ω = const. の線を図示してある.

(b) は m = const. としたときの ω と k の関係を図示してある.

3 鉛直波数が大きい内部重力波の分散関係

以下，簡単のため，m≫ 1

2Hd

である波の性質と構造を調べる．

m≫ 1

2Hd

から，分散関係 (8) は次のように近似できる．

ω2 =
N2k2

k2 +m2
= N2 cos2 φ. (13)

ただし，φ は波数ベクトルと x 軸のなす角である．
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位相速度 (9),(10)，群速度 (11),(12) は

cpx = ± N√
k2 +m2

, cpz = ± N√
k2 +m2

k

m
, (14)

cgx = ± Nm2

(k2 +m2)
3
2

, cgz = ∓ Nkm

(k2 +m2)
3
2

(15)

(13) より，振動数は全波数
√
k2 +m2 によらず，波数ベクトルの向きだけによる

ことがわかる．

(15) より

k · cg = 0,

すなわち，波数ベクトルと群速度は直交する（図 2）．

また質量保存則 (1) より

v · k = 0

であるから速度 v と群速度 cg は平行であることがわかる．

v//cg
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小

大

(a)

大

(b)

図 2: 内部重力波の分散関係
(
m≫ 1

2Hd

)
. (a),(b) は図 1と同様である．

4 内部重力波の励起∼室内実験
密度成層流体中で一定の角振動数 ω で棒を上下させて，内部重力波を励起したと
きの様子を図 3，図 4に示す (Mowbray and Rarity,1967)．写真では波に伴う密度
変化が可視化されている．

• 内部重力波は振動数が波数ベクトルの向きのみによるので，同じ方向の波数
ベクトルを持つ波しか励起されない．

• 群速度は波数ベクトルと直交しているので励起される波は同じ向きの群速度
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図 3: 内部重力波の室内実験装置 (Mowbray and Rarity,1967)

を持つことになる（図 4）．
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(a)
ω

N
= 0.318 (b)

ω

N
= 0.366

(c)
ω

N
= 0.419 (d)

ω

N
= 0.615

(e)
ω

N
= 0.699 (f)

ω

N
= 0.900

(g)
ω

N
= 1.11

図 4: 内部重力波の室内実験 (Mowbray and Rarity,1967). (g) Brunt-Väisälä 振動
数を越えると内部重力波は励起されない.
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5 平面波の構造

平面波の構造を見るために，u,w, ρ′, p′ を ψ̃ で表わし，その位相関係を調べる．

速度 u, v については (5) より

u = −∂ψ
∂z

= −
(
im+

1

2Hd

)
ψ̃ ∼ −imψ̃,

w =
∂ψ

∂x
= ikψ̃,

u は ψ̃ に対し，位相が
π

2
進んでいる．w は ψ̃ に対し，位相が

π

2
遅れている．

密度の擾乱 ρ′ については熱力学の式 (4)

∂ρ′

∂t
+ w

dϱ

dz
= 0,

より

ρ′ = −ϱN
2k

gω
ψ̃.

ρ′ は ψ̃ に対して位相が π 遅れている．

圧力 p′ については，x 成分の運動方程式 (2)

∂u

∂t
= −1

ϱ

∂p′

∂x

より

p′ = −iωm
k
ϱψ̃

p′は ψ̃ に対して位相が
π

2
進んでいる．

以上の結果から，平面波の構造は図 5のようになる．
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重

軽

重

図 5: 内部重力波の構造
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6 内部重力波の伝幡

図 5の構造を持つ波がどのようにして伝播していくかを説明する.

6.1 力のバランスによる説明

1. 図 6 (a) のような平面波がある瞬間に存在していたとする. 波面に平行な直
線AB上の流体について考える. (a) の状態では，AB上の流体は周囲に比べ
て重いので下向きに重力が働く. 重力の波面に垂直な方向の成分は圧力傾度
とバランスしている1. したがってAB上の流体は波面に平行に斜め下向きに
加速される.

2. 斜め下向きに動いた流体の密度は周囲の密度とやがて等しくなる. しかし依
然として A⃗B 方向の速度をもっているので，さらに斜め下に移動し密度は相
対的に小さくなる. （図 6.(b)）

3. 周囲より軽くなったAB上の流体は浮力を受ける. １.の場合と同様に，波面
に垂直な成分は圧力傾度とバランスしているので，流体は B⃗A 方向に加速
される. （図 6.(c)）

4. 加速された流体はやがて B⃗A 方向に移動し始め，再び周囲と密度が等しく
なる（図 6.(c)）. しかし 2.の場合と同様に，さらに B⃗A 方向に移動して １.

の状態にもどる.

1運動方程式の x，z 成分

−iωu = −ik p
′

ϱ
, −iωw = −imp′

ϱ
− ρ′g

ϱ

にそれぞれ k,m をかけて足すことにより

− k

| k |
· ∇p′ = ρ′g

ϱ
sinφ

となる.
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(a)

重

A

B

(b)

A

B

(c)

A

B

軽

(d)

A

B

図 6: 内部重力波の伝播
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6.2 渦度による説明

渦度方程式 (6) を導く過程において，渦度 ∇2ψ と密度の perturbation ρ′ につい
ての 2変数の式でとどめておくと次のようになる.

∂

∂t

(
∇2ψ − 1

Hd

∂ψ

∂z

)
∼ ∂

∂t
∇2ψ = −g

ϱ

∂ρ′

∂x
, (16)

∂ρ′

∂t
− ϱN2

g

∂ψ

∂x
= 0. (17)

• (16) のイメージ

水平密度差のトルクにより渦度が生じる.

-軽 重

小
大

トルク

トルク

• (17) のイメージ

相対的に重い流体が下方から移流して，ρ′ が大きくなる.

重

軽
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重

重

軽

+

-

+

図 7: 内部重力波の構造 (渦度と速度，密度の関係)

重

軽

A

B

D

C 負

負

図 8: 内部重力波の伝播 (渦度による記述)

(16),(17) より，平面波の伝播を考える. 渦度の位相は，

∇2ψ = −(k2 + l2)ψ

より，ψ に対して π ずれている（図 7）.

1. AB上では w が負となるので (17) より AB上で密度の擾乱 ρ′ は小さくなっ
ていく. また、水平密度差によりトルクが生じ，負の渦度が生じる（図 8）.

したがって，CDからABへ波面が移動する.

2. AB上に渦度ができるに伴ってCD上では正の w が引き起こされ密度の小さ
さが解消される.
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7 シアー流中の伝播 : W.K.B.近似による記述

7.1 局所分散関係式

x− z 2次元成層流体について，密度 ϱ(z)，x 方向の速度 U(z) の基本場に対する
擾乱の方程式は1

∂u

∂x
+
∂w

∂z
= 0, (18)

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ w

dU

dz
= −1

ϱ

∂p′

∂x
, (19)

∂w

∂t
+ U

∂w

∂x
= −1

ϱ

∂p′

∂z
− ρ′

ϱ
g, (20)

∂ρ′

∂t
+ U

∂ρ′

∂x
+ w

dϱ

dz
= 0. (21)

ただし g は重力である.

連続の式 (1) から流線関数 ψ を導入することができる.

u = −∂ψ
∂z
, w =

∂ψ

∂x
. (22)

(1)～(4) から渦度方程式を作ると次のようになる.

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2

∇2ψ −
(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
d2U

dz2
∂ψ

∂x
+N2∂

2ψ

∂x2
= 0 (23)

以下簡単のため N ≡ −g
ϱ

dϱ

dz
は定数とする.

(6) の解として微小なパラメータ ε で展開した形を考える.

� �
ψ =

∞∑
n=0

εnAn(X,Z, T )e
iϑ(X,Z,T )

ε (24)

� �
X = εx, Z = εz, T = εt,

0 < ε≪ 1.

X，Z，T は x，z，t に比べてゆっくりとした変化を表す変数である. (7) は振幅
A(X,Z, T ) が位相 ϑ/ε に比べてゆっくりとした変化している波束を表現している
(図 1).

1この導出についてはシリーズ ‘2次元非圧縮流体の支配方程式’ を参照せよ
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図 9: 波束のイメージ

局所的な波数，振動数は次のように定義される.

k =
1

ε

∂ϑ

∂x
=

∂

∂X
ϑ(X,Z, T ) (25)

m =
1

ε

∂ϑ

∂z
=

∂

∂Z
ϑ(X,Z, T ) (26)

ω = −1

ε

∂ϑ

∂t
= − ∂

∂T
ϑ(X,Z, T ) (27)

基本流が U(z) が z 方向にゆっくりと変化していると仮定する. U は Z のみで表
わされねばならない.

U ≡ U(Z)

(7)を (6)に代入し，εの各 orderでまとめると，O(ε)より局所分散関係が求まる.

� �
(Uk − ω)2(k2 +m2)−N2k2 = 0 (28)

ω = U(z)k ±
√

N2k2

k2 +m2
(29)

� �
ω, k,m は Z の関数である.
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7.2 波数 · 振動数の保存則
(8)～(10) のように局所的に定義された波数，振動数の時間変化を計算しよう．

波数を時間で微分することにより ω, k, m の間に次の関係が成り立つことがわ
かる．

∂k

∂T
=

∂2ϑ

∂X∂T
= − ∂ω

∂X
, (30)

∂m

∂T
=

∂2ϑ

∂Z∂T
= −∂ω

∂Z
. (31)

まとめて書くと，

∂k

∂T
+∇Xω = 0 (32)

ただし

∇X = i
∂

∂X
+ j

∂

∂Z
,

k = (k,m),

である．波数 k，mは単位長さ当たりの波の数，ωはある場所を単位時間当たり
通過する波の数である．(15) は波数の保存を表す式である．

さて，局所分散関係

ω = ω(k,m,Z)

を用いれば，k の時間変化を与える (13) の右辺を計算することができる．

∂ω

∂X
=

∂ω

∂k

∂k

∂X
+
∂ω

∂m

∂m

∂X

= cgx
∂k

∂X
+ cgz

∂2ϑ

∂X∂Z

= cgx
∂k

∂X
+ cgz

∂k

∂Z
,

ただし，cg = (cgx, cgy) は群速度である．

cgx =

(
∂ω

∂k

)
m

, cgz =

(
∂ω

∂k

)
k

これより波数 k の時間変化の式は
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� �
∂k

∂t
+ cgx

∂k

∂X
+ cgz

∂k

∂Z
= 0, (33)� �

となる．

同様に，波数 m の時間変化を計算する．(14) 式の右辺は

∂ω

∂Z
=

(
∂ω

∂k

)
m,z

∂k

∂Z
+

(
∂ω

∂m

)
k,z

∂m

∂Z
+

(
∂ω

∂Z

)
k,m

= cgx
∂2ϑ

∂X∂Z
+ cgz

∂m

∂Z
+

(
∂ω

∂Z

)
k,m

= cgx
∂m

∂X
+ cgz

∂m

∂Z
+
dU

dZ
k.

よって

� �
∂m

∂T
+ cgx

∂m

∂X
+ cgz

∂m

∂Z
= −

(
∂ω

∂Z

)
k,m

. (34)

� �
最後に ω について

∂ω

∂T
=

(
∂ω

∂k

)
∂k

∂T
+

(
∂ω

∂m

)
∂m

∂T

= cgx
∂2ϑ

∂X∂T
+ cgz

∂2ϑ

∂Z∂T

= −cgx
∂ω

∂X
− cgz

∂ω

∂Z
.

よって

� �
∂ω

∂T
+ cgx

∂ω

∂X
+ cgz

∂ω

∂Z
= 0. (35)� �
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(11) ∼ (13) より，ω,k は群速度とともに移動する系から見れば保存するが，m は
保存しないことがわかる1．

7.3 wave action 保存則

1波長について平均した波のエネルギー Ē は

Ē ≡ 1

2

u2 + w2 +

(
gρ

ρ0N

)2
 (36)

で定義される.

流れにのってみた波の振動数 ω̂

ω̂ = ω − Uk

を定義する．

O(ε1)の式より Ē，ω̂ に関して次の式が導かれる (Appendix.A)．

� �
∂

∂T

(
Ē

ω̂

)
+

∂

∂X

(
cgx

Ē

ω̂

)
+

∂

∂Z

(
cgz

Ē

ω̂

)
= 0. (37)

� �
Ē

ω̂
を群速度 cg = (cgx, cgy) で動く体積Vについて積分すれば，

� �
d

dt

∫
V
dV

Ē

ω̂
= 0 (38)� �

Ē

ω̂
は波束についての保存量である．これを wave action(波の作用)という．

1一般に局所分散関係は ω = ω(k,m,X,Z, T ) となる．そのとき波数，振動数の式はそれぞれ

∂k

∂T
+ cg · ∇Xk = −∇Xω,

∂ω

∂T
+ cg∇Xω = −∂ω

∂T
.

ω が X,Z, T に陽によらなければ，それぞれの場合について k,m, ω が保存する．ここでは ω が
Z のみによる場合であった．
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8 シアー流中の波束の伝幡

8.1 波数並びに波束の変化

波束は局所的な群速度 cgで振動数 ω ，水平波数 k ，wave action
Ē

ω̂
を保存しな

がら伝幡していく．しかし，鉛直波数は保存せず，局所分散関係を満たしながら
変化してゆく．

いま，図 2のような U(z) の流れに，上向きで U と同方向の群速度をもつ波束を
おいたとする．

1. 上に伝幡するにしたがって，ω̂ = ω −Uk は減少する．鉛直波数 m，群速度
は分散関係 (7) より，

m2 = k2
(
N2

ω̂2
− 1

)
(39)

cgx = U +
ω̂4

N2k3
(N2 − ω̂2)−

1
2 (40)

cgz =
ω̂2

Nk

(
1− ω̂2

N2

) 1
2

(41)

ω̂ が減少すると m は増加する．したがって波面は次第に水平になってゆく．
また鉛直群速度も減少してゆく．

2. ω̂ → 0 となる高さに近づくにつれ，m → ∞ cgz → 0 cgx → U となる．ま
た wave action の保存より，Ē → 0 となる．すなわち波は ‘吸収’ されて見
えなくなってしまう．
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critical level

増 減

減増

図 10: シアー流中を伝播する内部重力波の波束

8.2 critical level

ω̂ ≡ ω − Uk = 0 となる高さでは m → ∞ となる．ω̂ = 0 となる高さ Z = Zc を
critical level という．

critical level付近で波がどのように振舞うかを群速度を用いて考える．critical level
の近くでは

ω̂ ≡ ω − U(z)k ∼ −k dU
dz

∣∣∣∣∣
Zc

(Z − Zc)

と近似できる．これを鉛直群速度 cgz の式 (41) に代入すると

cgz ∼
k

N

(
dU

dz

)2

(Z − Zc)
2

高さ Z1 から Z2 まで波束が伝幡するのに要する時間 T は
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T =
∫ Z2

Z1

dz

cgz

∼ N

k

(
dU

dz

)−2 (
1

Z1 − Zc

− 1

Z2 − Zc

)

Z2 → Zc とすると T → ∞ となる．すなわち，波束が critical level に達するまで
には無限の時間がかかる．波束は critical level にいつまでたっても達することが
できない．
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8.3 W.K.B 近似の成立条件の吟味

W.K.B 近似が成立するには，波長の変化のスケールが波長に比べて十分に長いこ
とが必要となる（局所的な波数が定義できないとダメ）．critical level 付近におい
てその条件を満たすかどうか調べてみる．

全波数は k =
√
k2 +m2 であるが critical level 付近ではm → ∞ となるので m

について調べる．

∣∣∣ 1
m

∣∣∣∣∣∣ 1
m

dm
dz

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1m2

dm

dz

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1m3

N2

(U − c)3
dU

dZ

∣∣∣∣∣
=

1[
N2

(U−c)2
− k2

] 3
2

N2Uz

(U − c)3

=

∣∣∣∣∣ N2Uz

[N2 − k2(U − c)2]
3
2

∣∣∣∣∣ U−c→0−→ 1

N

dU

dZ

ただし，

m2 = k2
(
N2

ω̂2
− 1

)
=

N2

(U − c)2
− k2

m
dm

dZ
= − N2

(U − c)3
dU

dZ

したがって
1

N

dU

dZ
≪ 1 である限り，critical level 付近でも W.K.B 近似が成立す

る1．

1Ri ≡ N2

(
dU

dz

)−2

は Richardson Number と呼ばれる．Ri が十分大きければ W.K.B.近似

が成り立つ．

/riron/wave li/gravity/src/gravity.tex(gravshr2.tex) 2014 年 7 月 4 日 (林 祥介)



内部重力波 8 シアー流中の波束の伝幡 24

8.4 W.K.B 近似の妥当性

近似の成立する条件は

1. 振幅変化のスケールが波長より長い∣∣∣∣AxA
∣∣∣∣−1

≫ ϑx

2. 波長変化のスケールが波長より長い∣∣∣∣∣ϑxϑx

∣∣∣∣∣
−1

≫ ϑx

内部重力波の場合，2.については　m2 =
N2

(U − c)2
− k2 より，

∣∣∣∣∣ 1m2

dm

dZ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣ 2N2

(U−c)3
dU
dZ

∣∣∣[
N2

(U−c)2
− k2

] 3
2

=
2Uz

N[
1− k2(U−c)2

N2

] 3
2

=
2Uz

N(
1− k2

k2+m2

) 3
2

k,m に対し，十分 Uz/N が大きければ近似は成り立つ．
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9 内部重力波の critical level 付近での定常解

図 3のように下から eik(x−ct) 型の波を励起させるとき，critical level付近ではどの
様な状態になるかを考える.

(6) の解を

ψ = ψ̃(z)eik(x−ct)

の形で求める. (6) に代入すると

d2ψ̃

dz2
+

[
N2

(U − c)2
− Uzz

U − c
− k2

]
ψ̃ = 0. (42)

(25) の解を U − c = 0 となる高さ Zc のまわりの級数解の形で求めると（Ap-

pendix.C），

ψ̃ =

{
Ae | z − zc |

1
2 eiµ ln|z−zc| (z − zc > 0)

−ieµπA | z − zc |
1
2 eiµ ln|z−zc| (z − zc < 0)

ただし

µ =

√√√√ N2

Uz(zc)2
− 1

4

である. 結果を図 4に示す. Zc に近付くにつれ，波の振幅が減少する様子がみら
れる2. 鉛直波数は

m =
∂

∂Z
(µ ln |z − zc|) =

1

z − zc

z → zc で m→ ∞ となっている. このことは波線理論で求めた波束の伝播性質と
同じである.

2ψ −→ 0 だが，Ē −→ 0 とはならないことに注意しよう.
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critical level

図 11: 内部重力波の critical level 付近での定常解を考える状況

critical level 付近では

u = −∂ψ
∂z

∝ 1√
z − zc

−→ ∞,

w =
∂ψ

∂x
∝ k

√
z − zc −→ 0,

Ē =
1

2

u2 + w2 +

(
gρ

ϱN

)′2
 ∝ 1

z − zc
−→ ∞.

エネルギーは無限大になる. これは無限時間をかけて波束が critical level へ圧縮
されているからである.
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critical

level

図 12: 内部重力波の critical level 付近での定常解

10 内部重力波の wave action 保存則

Boussinesq 近似でのエネルギー方程式を導くため，基本方程式に戻る2．N, ϱ は一
定とする．

∂u

∂x
+
∂w

∂z
= 0. (43)

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ w

dU

dz
= −1

ϱ

∂p′

∂x
, (44)

∂w

∂t
+ U

∂w

∂x
= −1

ϱ

∂p′

∂z
− ρ

ϱ
g, (45)

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂x
− ϱN2w

g
= 0, (46)

ただし N ≡ −g
ϱ

dϱ

dz
である． (44)× u+ (45)× w より(

∂

∂t
+ U

∂

∂x

){
1

2
(u2 + w2)

}
+ uw

dU

dz
= −1

ϱ

∂p′

∂x
u− 1

ϱ

∂p′

∂z
w − ρgw

ϱ
(47)

2ここでの量 u,w, ρ′, p′ はすべて実数であることに注意しよう．線型論の結果を代入するにはそ
の実部をとることが必要である．簡単のため複素数を˜をつけて表わすことにする．たとえば

u = Re[ũ], w = Re[w̃]etc.

u2 =
1

2
ũũ∗, uw =

1

2
Re[ũw̃∗].
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(46)× ρg2

ϱ2N2
より

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)1

2

(
g

ϱN

)2

ρ2

 =
ρgw

ϱ
(48)

(48) + (49) より(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
E + uw

dU

dz
= −1

ϱ

{
∂

∂x
(p′u) +

∂

∂z
(p′w)

}
(49)

ただし E は擾乱のエネルギー

E ≡ 1

2

u2 + w2 +

(
ρg

ϱN

)2


を表わす．

(49) について１波長についての平均をとる．局所的分散関係が成り立つとして

u2 =

(
−∂ψ
∂z

)2

= m2ψ2,

w2 =

(
−∂ψ
∂x

)2

= k2ψ2

(
gρ

ϱN

)2

=
g2

ϱ2N2
·
(
ϱN2k

gω̂
ψ

)2

=
N2k2

ω̂2
ψ2 = (k2 +m2)ψ2

ただし ω̂ ≡ ω − Uk，Ē = (k2 +m2)ψ̄2 である．

一方 p̃ = −i ω̂m
k
ϱψ̃ より

pu

ϱ
=

ω̂m2

k
ψ2 =

ω̂m2

k(k2 +m2)
Ē =

Nm2

(k2 +m2)
3
2

Ē = ĉgxĒ,

pw

ϱ
= −ω̂mψ2 =

Nkm

(k2 +m2)
3
2

Ē = ĉgzĒ,

uw = −mkψ2 = − mk

k2 +m2
Ē =

kcgz
ω̂

Ē

ただし

ĉgx =
∂ω̂

∂k
, ĉgz =

∂ω̂

∂m
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である．

以上から (49) は(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
Ē +

kĉgz
ω̂

dU

dz
Ē = − ∂

∂x
(ĉgxĒ)−

∂

∂z
(ĉgzĒ)

さらに cgx = U + ĉgx, cgz = ĉgz より

∂Ē

∂t
+

∂

∂x
(cgxĒ) +

∂

∂z
(cgzĒ) = −k

ω̂
cgz

dU

dz
Ē (50)

一方，波数，振動数の保存則
∂ω

∂t
+ cg · ∇ω = 0,

∂k

∂t
+ cg · ∇k = 0 より

∂ω̂

∂t
=

∂ω

∂t
− U

∂k

∂t

= −cgx
∂ω

∂x
− cgz

∂ω

∂z
+ Ucgx

∂k

∂x
+ Ucgz

∂k

∂z

= −cgx
∂

∂x
(ω − Uk)− cgz

∂

∂z
(ω − Uk)− cgzk

dU

dz

= −cgx
∂ω̂

∂x
− cgz

∂ω̂

∂z
− cgzk

dU

dz

よって

∂ω̂

∂t
+ cgx

∂ω̂

∂x
+ cgz

∂ω̂

∂z
= −cgzk

dU

dz
(51)

1

ω̂
(50)− (51)× Ē

ω̂2
より

� �
∂

∂t

(
Ē

ω̂

)
+

∂

∂x

(
cgx

Ē

ω̂

)
+

∂

∂z

(
cgz

Ē

ω̂

)
= 0. (52)

� �
これを波束と共に動く領域 V で積分すると

∫
V

∂

∂t

(
Ē

ω̂

)
dV +

∫
∂V

Ē

ω̂
cg · ndS = 0. (53)

d

dt

∫
V

Ē

ω̂
dV = 0 (54)
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11 wave action 保存則についての注意

波束について保存するのはwave action を 波束で積分した∫
V

Ē

ω̂
dV

であることに気を付けよう.
Ē

ω̂
が 波束内部でどの様になるかは場合によって異な

る. というのは波束が伝播するにしたがって波束の体積 V が変化する (disperse)

からである.

簡単のため場が一様 (ω̂ = const.) で考えよう. この時波束で積分したエネルギー∫
V
ĒdV

が保存量となる. 今図 5 (a) のように，初期に先頭部の群速度が大きい波束を作る
と，分散して波束は拡がる一方である. 全エネルギーは保存量であるから（平均
の）エネルギー密度 Ē は減少しなければならない.

一方 (b) のように先頭の方に群速度が小さい波束を作れば一度波束は縮まってか
ら分散することになる. Ē は一度増加して，それから減少してゆくと考えられる.

また，定常応答問題では critical level に近づくにつれて Ē −→ ∞ となる. その
理由は，定常波源では critical level に近づくにつれて V −→ 0 となるからである
（後の例参照）. 通常の波束では V −→ 0 にはならない.
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大

小

小
小

小

大
大

大

増

減
減

(a) (b)

図 13: 波束の分散と Ē の変化. (a) は先頭の方の群速度が大きい波束，(b) は先頭
の方の群速度が小さい波束を与えたときの分散の様子
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11.1 例1. 波数が場所によらない波束のシアー流中の伝藩

簡単のため x 方向には一定波数の波，eikx であるとする. 初期に一様な鉛直波数
を持った波束を与える.

ψ = A(Z)eiQ(Z)

= A0e
a(Z−Z0)2 · eim0Z/ϵ

解く方程式は，鉛直波数と wave action の式である.

∂m

∂T
+ cgx

∂m

∂x
+ cgz

∂m

∂z
= −∂ω

∂z
= −dU

dz
k, (55)

∂

∂T

(
Ē

ω̂

)
+

∂

∂x

(
cgx

Ē

ω̂

)
+

∂

∂z

(
cgz

Ē

ω̂

)
= 0. (56)

初期に m が 場所によらないので
∂m

∂Z
= 0 である.

m = m0 −
dU

dz
kT

分散関係より ω̂ は時間のみ関数であり，Z によらなくなる.

ω̂ = ω − Uk = ± Nk√
k2 +m(T )

= ω̂(T )

同様に，群速度の鉛直成分は

cgz = cgz(T ) = ∓ Nkm(T )

{k2 +m2(T )} 3
2

wave action の式は

∂

∂T

(
Ē(Z, T )

ω̂(T )

)
+ cgz(T )

∂

∂Z

(
Ē(Z, T )

ω̂(T )

)
= 0

この方程式の解は

Ē(Z, T ) =
ω̂(T )

ω̂(0)
Ē(ξ, 0)

となる. ただし ξ = Z −
∫ T

cg(T )dT である.

時間の経過とともに critical levelに近づくにつれて（ ω̂ → 0），Ē → 0 となる. 波
束の形が変わらない解となっている（図 6）.
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critical level

それぞれ違う

増

図 14: 形の変わらない波束の伝播

11.2 例2．振動数が場所によらない波束の伝幡

初期に ω が一定となるような鉛直波数分布を持って波束を与えることを考える．
ω が一定であるから，どの波数成分についても critical level が同じ高さになる．
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図 7のように t = 0 において δξ0 = ξ2 − ξ1 の幅の波束を critical level から ξ 離れ
た位置に置いたとする．

伝幡するにつれて，波束の幅がどの程度縮むか計算する．critical level 付近では，

cgz ∼
Uzk

2

N
(z − zc)

2 ≡ 1

A
ξ2

であるから，波束の先端の位置 ξ1 は

t =
∫ ξ1(t)

ξ1(0)

−dξ
cgz

= − 1

A

∫ dξ

ξ2
= − 1

A

{
1

ξ1(0)
− 1

ξ1(t)

}
よって

ξ1(t) =
ξ1(0)

Aξ1(0)t+ 1

同様に波束の後端の位置は

ξ2(t) =
ξ2(0)

Aξ2(0)t+ 1

となる．よって波束の幅は

δξ(t) ≡ ξ2(t)− ξ1(t) =
ξ2(0)− ξ1(0)

{Aξ1(0)t+ 1}{Aξ2(0)t+ 1}
ところで，t 時間後の波束の位置は

ξ =
ξ0

Aξ0t+ 1
∼ 1

At

であるから

δξ ∼ ξ2(0)− ξ1(0)

ξ1(0)ξ2(0)

1

A2t2
∼ δξ0

ξ0
× ξ2

波束の幅は critical level からの距離の 2乗に比例する．

一方，エネルギー密度 Ē を，wave action 保存則で考える．∫
V

Ē

ω̂
dV ∼ Ē(ξ)

ω̂(ξ)
δξ = const.

これに ω̂ ≡ ω − Uk ∼ −kUz(z − zc) = kUξ と δξ の表式を代入すると

Ē(ξ)

kUzξ
· δξ0
ξ0
ξ2 = const.

よって

Ē(ξ) ∝ 1

ξ

critical level に近づくにつれ Ē → ∞ となる．

ω̂ の減り方よりも波束の縮まり方のほうが大きい．
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critical level

図 15: 振動数が一定の波束の伝播
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12 内部重力波のcritical level 付近の定常解

critical level 付近での定常解を

ψ = ψ̃(z)eik(x−ct)

の形で求める．

(6) に代入することにより

d2ψ̃

dz2
+

[
N2

(U − c)2
− Uzz

U − c
− k2

]
ψ̃ = 0.

c = cr + ici で ci = 0 ならば U(zc) − c = 0 となる zc で特異点をもつ（critical

level）．ゆっくりと振り幅が時間的に増大する解を特異点 U(z0)− cr −i ci = 0 の
まわりの級数解で求める (0 < ci ≪ 1)．
仮定として

| Uzz(zc) |
U2
z (zc)

ci ≪ 1,

Ri ≡ N2

U2
z (zc)

≫ 1

4

とする．U − c を特異点 z0 のまわりで展開すると

U(z)− c = Ūz(z0)(z − z0) + · · ·

一方

U(z)− c = U(zc)− c+ Uz(zc)(z − zc) + · · ·
= −ici + Uz(z0)(z − z0) + · · ·

z = z0 を代入すると

0 ∼ −ici + Uz(zc)(z0 − zc)

よって

z0 ∼ zc +
−ici
Uz(zc)

また，
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Uz = Uz(zc) + Uzz(zc)(z0 − zc)

= Uz(zc) +
iUzz(zc)ci
Uz(zc)

∼ Uz(zc)

よって

U − c ∼ Uz(zc)(z0 − zc)

したがって解く方程式は近似的に次のようになる．

d2ψ̃

dz2
+

[
Ri

(z0 − zc)2
− k2

]
ψ̃ = 0.

z = z0 のまわりでの級数解

ψ̃ = (z − z0)
λ

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

を代入すると

∞∑
n=0

(λ+ n)(λ+ n− 1)an(z − z0)
λ+n−2

+Ri
∞∑
n=0

an(z − z0)
λ+n−2

−k2
∞∑
n=0

an(z − z0)
λ+n = 0.

(λ− 2) 次の項より

λ(λ− 1) +Ri = 0.

よって

λ =
1

2
± i

√
Ri −

1

4
=

1

2
± iµ

ただし µ ≡
√
Ri − 1

4
である．

(λ− 1)次の項より

[(λ+ 1)λ+Ri]a1 = 0
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よって

a1 = 0

(λ+ n) 次の項より

[(λ+ n+ 2)(λ+ n+ 1) +Ri]an+2 − k2an = 0

よって

an+2 =
k2

λ2 + (2n+ 3)λ+ n2 + 3n+ 2 +Ri

an

２つの独立な解は

ψ̃1 = A(z − z0)
1
2
+iµ

∞∑
n=0

a2n(z − z0)
2n

ψ̃2 = B(z − z0)
1
2
−iµ

∞∑
n=0

a2n(z − z0)
2n

今，最低次 n = 0 のみ考える．z0 を zc に書き換えると

ψ̃1 = A
(
z − zc −

ici
Uz

) 1
2
+iµ

ψ̃2 = B
(
z − zc −

ici
Uz

) 1
2
−iµ

さて，z − z0 = z − zc +
ici
Uz

の argument を考える．

1. Uz > 0 のとき

特異点 z0 は複素 z 平面の上半平面にある．したがって，z− z0 = |z− z0|eiϑ

と表すとき，argument ϑ は(
z − zc < 0 のとき ϑ = −π
z − zc > 0 のとき ϑ = 0

ψ̃1 を変型すると

ψ̃1 = A(z − z0)
1
2
+iµ

= A[|z − z0|eiϑ]
1
2
+iµ

= A|z − z0|
1
2
+iµe

iϑ
2
−ϑµ

= A|z − z0|
1
2 eiµ ln |z−z0|+ iϑ

2
−ϑµ
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よって

ψ̃1 =

{
A|z − z0|

1
2 eiµ ln |z−z0| (z − zc > 0)

−iAeµπ|z − z0|
1
2 eiµ ln |z−z0| (z − zc < 0)

同様に

ψ̃2 =

{
B|z − z0|

1
2 e−iµ ln |z−z0| (z > zc)

−ie−µπB|z − z0|
1
2 e−iµ ln |z−z0| (z < zc)

2. Uz < 0 のとき

z0 は複素 z 平面の下半平面であるから argument は

(
z − zc > 0 のとき ϑ = 0,

z − zc < 0 のとき ϑ = π.

よって ψ̃1, ψ̃2 は次のようになる．

ψ̃1 =

{
A|z − z0|

1
2 eiµ ln |z−z0| (z > zc)

ie−µπA|z − z0|
1
2 eiµ ln |z−z0| (z < zc)

ψ̃2 =

{
B|z − z0|

1
2 e−iµ ln |z−z0| (z > zc)

ieµπB|z − z0|
1
2 eiµ ln |z−z0| (z < zc)

ci → 0 により z0 → zc となる．
求めた解が，上方，下方のどちらに伝播する波に対応するかを考える．

1. Uz > 0 のとき

ψ̃1 の位相部分は eiµ ln |z−zc| である．位相関数 ϑ = µ ln |z − zc| から鉛直群速
度を計算して，上方 · 下方どちらに伝播する波かを判定する．

局所的鉛直波数 m を計算する．

m ≡ ∂ϑ

∂z
=

µ

z − zc

局所的分散関係から求まる鉛直群速度 cgx は

cgx =
∂ω

∂m
= ∓ Nkm

(k2 +m2)
3
2

=
km(U − c)

N3
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z − zc > 0 では，m > 0，U − c > 0 より

cgz > 0

z − zc < 0 では，m < 0，U − c < 0 より

cgz > 0

これより ψ̃1 は上方に伝わる波に対応する．

同様にして ψ̃2 は下方に伝わる波に対応する．

2. Uz < 0 のとき

z − zc > 0 で ψ1 は m > 0，U − c < 0 より

cgz < 0

z − zc < 0 で m < 0，U − c > 0 より

cgz < 0

ψ̃1 は下方伝播する波，ψ̃2 は上方伝播する波であることがわかる．
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