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チェビシェフ関数変換法

竹広真一

平成 21 年 1 月 3 日

この文書は, チェビシェフ関数変換法の基本的な定式化を行う.

1 チェビシェフ関数の性質

チェビシェフ関数系 Tk(x) は区間 [−1, 1] で定義される関数からなり, 次の性質よ
うな性質をもつ.

• 定義
x = cos θ; Tk(x) = Tk(cos θ) = cos kθ. (1)

• 微分の表現1

x = cos θ,
dTk

dx
=

k sin kθ

sin θ
,

d2Tk

dx2
=

−k2 cos kθ sin θ + k sin kθ cos θ

sin3 θ
. (2)

• 端点での値2

Tk(1) = 1, Tk(−1) = (−1)k, (3)
1

dTk

dx
=

dTk(cos θ)

dθ

dθ

dx
==

(cos kθ)′

(cosθ)′
=

k sin kθ

sin θ
,

d2Tk

dx2
=

d

dθ

(
dTk

dx

)
dθ

dx
=

d

dθ

(
k sin kθ

sin θ

)
1

(cosθ)′
=

k2 cos kθ sin θ − k sin kθ cos θ

− sin3 θ
.

2

dTk

dx

∣∣∣∣
x=1

= lim
θ→0

k sin kθ

sin θ
= lim

θ→0
k2

sin kθ

nθ

θ

sin θ
= k2,
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dTk

dx

∣∣∣∣∣
x=1

= k2,
dTk

dx

∣∣∣∣∣
x=−1

= (−1)k+1k2, (4)

d2Tk

dx2

∣∣∣∣∣
x=1

=
k2(k2 − 1)

3
,

d2Tk

dx2

∣∣∣∣∣
x=−1

= (−1)k
k2(k2 − 1)

3
. (5)

• 微分方程式3

(1− x2)
d2Tk

dx2
− x

dTk

dx
+ k2Tk = 0. (6)

• 漸化式4

Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x). (7)

dTk

dx

∣∣∣∣
x=−1

= lim
θ→π

k sin kθ

sin θ
= lim

φ→0

k sin k(π − φ)

sin(π − φ)
= lim

φ→0

−k cos kπ sinφ

sinφ

= (−1)k+1 lim
φ→0

k sinφ

sinφ
= (−1)k+1k2,

d2Tk

dx2

∣∣∣∣
x=1

= lim
θ→0

−k2 cos kθ sin θ + k sin kθ cos θ

sin3 θ
= lim

θ→0

(−k2 cos kθ sin θ + k sin kθ cos θ)′

(sin3 θ)′

= lim
θ→0

k3 sin kθ sin θ − k2 cos kθ cos θ + k2 cos kθ cos θ − k sin kθ sin θ

3 sin2 θ cos θ

= lim
θ→0

k(k2 − 1)
sin kθ

3 sin θ cos θ
= lim

θ→0

k2(k2 − 1)

3

sin kθ

kθ

θ

sin θ

1

cos θ
=

n2(n2 − 1)

3
.

d2Tk

dx2

∣∣∣∣
x=−1

= lim
θ→π

−k2 cos kθ sin θ + k sin kθ cos θ

sin3 θ
= lim

θ→π
k(k2 − 1)

sin kθ

3 sin θ cos θ

= lim
φ→0

k(k2 − 1)

3

sin k(π − φ)

sin(π − φ) cos(π − φ)
= lim

φ→0

k(k2 − 1)

3

− cos kπ sin kφ

− sinφ cosφ

= lim
φ→0

(−1)k
k(k2 − 1)

3

sin kφ

sinφ cosφ
= (−1)k

k(k2 − 1)

3

3

d2Tk

dx2
=

−k2 cos kθ sin θ + k sin kθ cos θ

sin3 θ
. = −k2

cos kθ

sin2 θ
+ k

sin kθ cos θ

sin3 θ
. = −k2

Tk(x)

1− x2
+

k sin kθ

sin θ

cos θ

sin2 θ

= −k2
Tk(x)

1− x2
+

dTk

dx

x

1− x2
→ (1− x2)

d2Tk

dx2
− x

dTk

dx
+ k2Tk(x).

4三角関数の和を積に直す公式より

cos(k + 1)θ + cos(k − 1)θ = 2 cos kθ cos θ → Tk+1(x) + Tk−1(x) = 2xTk(x).
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• 昇降漸化式5

Tk±1(x) = xTk(x)∓
1− x2

k

dTk

dx
(8)

• 不定積分6

∫
Tn(x)dx =

1

2

{
1

n+ 1
Tn+1(x)−

1

n− 1
Tn−1(x)

}
(n = 2, 3, . . .), (9)∫

T0(x)dx = T1(x),
∫

T1(x)dx =
1

4
T2(x) (10)

5

Tk+1(x) = cos(k + 1)θ = cos kθ cos θ − sin kθ sin θ = xTk(x)−
1

k

k sin kθ

sin θ
sin2 θ = xTk(x)−

1− x2

k

dTk

dx
,

Tk−1(x) = cos(k − 1)θ = cos kθ cos θ + sin kθ sin θ = xTk(x) +
1

k

k sin kθ

sin θ
sin2 θ = xTk(x) +

1− x2

k

dTk

dx
.

6x = cos θ と変換して∫
Tn(x)dx =

∫
cos(nθ)(− sin θ)dθ

= −1

2

∫
sin[(n+ 1)θ]− sin[(n− 1)θ]dθ

=
1

2

{
1

n+ 1
cos[(n+ 1)θ]− 1

n− 1
cos[(n− 1)θ]

}
=

1

2

{
1

n+ 1
Tn+1(x)−

1

n− 1
Tn−1(x)

}
.∫

T0(x)dx =

∫
dx = x = T1(x).∫

T1(x)dx =

∫
cos θ(− sin θ)dθ = −1

2

∫
sin(2θ)dθ =

1

4
cos(2θ) =

1

4
T2(x).
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• 直交関係7 ∫ 1

−1
Tk(x)Tl(x)

dx√
1− x2

= αkδkl, (11)

ここで

αk =

{
π k = 0

π/2 k ̸= 0
. (12)

である.

• 低次の関数形

T0(x) = 1, T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x, (13)

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x, . . . (14)

2 離散チェビシェフ関数変換

2.1 正変換・逆変換の定義

区間 [xmin, xmax] でとある時間発展方程式と境界条件の下での解をチェビシェフ関
数変換法で数値計算したい. 区間 [xmin, xmax] で定義された関数 f ∗(x∗) は次の線
形写像で区間 [−1, 1] での関数 f(x) へと写される.

x∗ =
xmax + xmin

2
+

xmax − xmin

2
× x. (15)

7 ∫ 1

−1

Tk(x)Tl(x)
dx√
1− x2

=

∫ 0

pi

cos kθ cos lθ
− sin θ dθ

sin θ
=

∫ π

0

cos kθ cos lθ dθ.

k ̸= l のとき∫ π

0

cos kθ cos lθ dθ =

∫ π

0

1

2
[cos(k + l)θ + cos(k − l)θ] dθ

=
1

2

[
1

k + l
sin(n+m)θ +

1

k − l
sin(n−m)θ

]π
0

= 0.

k = l ̸= 0 のとき∫ π

0

cos kθ cos lθ dθ =

∫ π

0

cos2 kθ dθ =

∫ π

0

1

2
[1 + cos 2kθ] dθ =

1

2

[
θ +

1

2k
sin 2kθ

]π
0

=
π

2
.

k = l = 0 のとき ∫ π

0

cos kθ cos lθ dθ =

∫ π

0

dθ = [θ]
π
0 = π.
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この区間 [−1, 1] での関数 f(x) に関して, N この離散格子点

xk = cos

(
πk

N

)
(16)

上での値で表現する. このとき f(xk) を K(≤ N) 次までのチェビシェフ関数の線
形和で表すことを考える.

f(xk) =
K∑

n=0

′′cnTn(xk), (17)

これは離散チェビシェフ逆変換の定義である. ただし
∑N

k=0
′′ は

N∑
k=0

′′ak ≡ 1

2
a0 +

K−1∑
k=1

ak +
1

2
aN ,

K∑
k=0

′′ak ≡ 1

2
b0 +

K−1∑
k=1

bk + aK (K < N)

≡ 1

2
b0 +

K−1∑
k=1

bk +
1

2
aK (K = N)

である.

{cn} は f(x) のチェビシェフ関数による展開係数であり,

cn =
2

N

N∑
k=0

′′f(xk)Tn(xk), (18)

と計算される. これが離散チェビシェフ正変換の定義である.

格子点が xk = cos
(
πk
N

)
であることとチェビシェフ関数の定義から

f(xk) =
K∑

n=0

′′cnTn(xk),=
K∑

n=0

′′cnTn

[
cos

(
πk

N

)]
=

K∑
n=0

′′cn cos

(
πnk

N

)
.

これはK 次で打ち切られた台形公式の離散 cos 逆変換に他ならない8.

同様に正変換は

cn =
2

N

N∑
k=0

′′f(xk)Tn(xk) =
2

N

N∑
k=0

′′f(xk)Tn

[
cos

(
πk

N

)]
=

2

N

N∑
k=0

′′f(xk) cos

(
πkn

N

)
.

(19)

これは台形公式の離散 cos 正変換に他ならない. したがって, チェビシェフ変換を
行うには, 格子点を xk = cos

(
πk
N

)
に選ぶだけであとは離散 cos 変換のサブルーチ

ンを呼ぶだけでいい.
8例えば ISPACK/ftpack のマニュアルの FTICTB 等の項を参照のこと
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2.2 微分の計算

f(x) =
∑K

n=0
′′cnTn(x) に対してその微分を

f ′(x) =
K∑

n=0

′′dnTn(x)

を表すチェビシェフ変換係数 {dn} はもとのチェビシェフ変換係数 {cn} から次の
ように計算される9.

dn−1 = dn+1 + 2ncn. (20)

K = N の場合 dK = 0, dK−1 =
2KcK

2
から, K < N の場合 dK = 0, dK−1 = 2KcK

から再帰的に計算すれば良い.

9実際に f ′(x) を積分してみると, チェビシェフ関数の積分の公式から∫
f ′(x)dx =

K∑
n=0

′′dn

∫
Tn(x)dx

= C +
1

2
d0T1(x) +

1

4
d1T2(x) +

K∑
n=2

′′dn
1

2

{
1

n+ 1
Tn+1(x)−

1

n− 1
Tn−1(x)

}

= C +
1

2
d0T1(x) +

1

4
d1T2(x) +

1

2

K+1∑
n=3

′′dn−1
1

n
Tn(x)−

1

2

K−1∑
n=1

′′dn+1
1

n
Tn(x)

= C +
1

2
d0T1(x) +

1

4
d1T2(x) +

K−1∑
n=3

′′ 1

2n
(dn−1 − dn+1)Tn(x)

+
1

2K
dK−1TK(x) +

1

4(K + 1)
dKTK+1(x)−

1

2
d2T1(x)−

1

4
d3T2(x)

= C +
1

2
(d0 − d2)T1(x) +

1

4
(d1 − d3)T2(x) +

K−1∑
n=3

′′ 1

2n
(dn−1 − dn+1)Tn(x)

+
1

2K
dK−1TK(x) +

1

4(K + 1)
dKTK+1(x)

= C +
K−1∑
n=2

′′ 1

2n
(dn−1 − dn+1)Tn(x) +

1

2K
dK−1TK(x) +

1

4(K + 1)
dKTK+1(x)

ただし C は積分定数である. これと f(x)dx =
∑K

n=0
′′cnTn(xk) を比較して, K = N の場合には

C =
1

2
c0T0(x), cn =

1

2n
(dn−1 − dn+1) (n = 1, 2, . . .K − 1),

cK
2

=
1

2K
dK−1, dK = 0.

K < N の場合には

C =
1

2
c0T0(x), cn =

1

2n
(dn−1 − dn+1) (n = 1, 2, . . .K − 1), cK =

1

2K
dK−1, dK = 0.
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2.3 積分の計算

f(x) =
∑K

n=0
′′cnTn(x) に対してその積分を∫

f(x)dx =
K∑

n=0

′′bnTn(x)

を表すチェビシェフ変換係数 {bn} はもとのチェビシェフ変換係数 {cn} から次の
ように計算される10

bn =
1

2n
(cn−1 − cn+1) (n = 1, 2, . . . K − 1). (21)

K = N の場合 bK = cK − 1/K から, K < N の場合 bK = cK−1/(2K) から定ま
る. b0 は境界条件から x のある 1 点での値を与えることにより定められる.

2.4 補間の計算

Clenshow’s Recurrence Formula 11 を用いると, 任意の x についての f(x) のチェ
ビシェフ関数による補間値を効率的に求めることができる. チェビシェフ関数の漸

10先の微分の計算と同様にして実際に f(x) を積分してみると, チェビシェフ関数の積分の公式
から∫

f(x)dx =
K∑

n=0

′′cn

∫
Tn(x)dx

= C +
K−1∑
n=2

′′ 1

2n
(cn−1 − cn+1)Tn(x) +

1

2K
cK−1TK(x) +

1

4(K + 1)
cKTK+1(x)

ただし C は積分定数である. これと
∫
f(x)dx =

∑K
n=0

′′bnTn(xk) を比較して, K = N の場合には

1

2
b0 = C, bn =

1

2n
(cn−1 − cn+1) (n = 1, 2, . . .K − 1),

bK
2

=
1

2K
cK−1,

K < N の場合には

1

2
b0 = C, bn =

1

2n
(cn−1 − cn+1) (n = 1, 2, . . .K − 1), bK =

1

2K
cK−1, dK = 0.

11Clenshow’s Recurrence Formula:
関数 f(x) がとある関数系 Fk(x) で

f(x) =
N∑
0

ckFk(x)

と表されているとする. さらに関数系が次の漸化式

Fn+1(x) = α(n, x)Fn(x) + β(n, x)Fn−1(x)
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化式から α(n, x) = 2x, β(n, x) = −1 であるから, K = N の場合には

yK+2 = yK+1 = 0,

yk = 2xyk+1 − yk+2 + ck, (k = K,K − 1, . . . , 1), (22)

f(x) = −y2 + xy1 +
c0
2
− cK

2
TK(x). (23)

ただし TK(x) = cos(K cos−1 x) と計算することができる.

K < N の場合には最大次の修正が必要なく

f(x) = −y2 + xy1 +
c0
2

(24)

を満たしているとする. このとき漸化式

yN+2 = yN+1 = 0, yk = α(k, x)yk+1 + β(k + 1, x)yk+2 + ck

で定義される量 yk, (k = N,N − 1, . . . , 1) を用いると f(x) を求めるための関数系の和は

f(x) = β(1, x)F0(x)y2 + F1(x)y1 + F0(x)c0

と計算することができる.

☆「証明」
yk に関する漸化式を ck について解き, f(x) の式に代入すると

f(x) =

N∑
0

ckFk(x)

= yNFN (x)

+[yN−1 − α(N − 1, x)yN ]FN−1(x)

+[yN−2 − α(N − 2, x)yN−1 − β(N − 1, x)yN ]FN−2(x)

+[yN−3 − α(N − 3, x)yN−2 − β(N − 2, x)yN ]FN−3(x)

. . .

+[y3 − α(3, x)y4 − β(4, x)y5]F3(x)

+[y2 − α(2, x)y3 − β(3, x)y4]F2(x)

+[y1 − α(1, x)y2 − β(2, x)y3]F1(x)

+[c0 + β(1, x)y2 − β(1, x)y2]F0(x)

最後の項だけ c0 のまま残し, β(1, x)y2 をわざと足し引きしている. 各 yk について整理すると

f(x) = yN [FN − α(N − 1, x)FN−1 − β(N − 1, x)FN−2]

+yN−1[FN−1 − α(N − 2, x)FN−2 − β(N − 2, x)FN−3]

. . .

+y2[F2 − α(1, x)F1 − β(1, x)F0]

+y1F1 + c0F0 + β(1, x)y2F0

Fk(x) の漸化式より k = N,N − 1, . . . , 2 まではキャンセルし, 残りの項は最後の行だけになる. し
たがって

f(x) = β(1, x)F0(x)y2 + F1(x)y1 + c0F0(x).
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で良い.

2.5 領域定積分計算

f(x) の領域積分
∫ 1

−1
f(x)dx を離散格子点上の値 f(xk), xk = cos(kπ/N), n =

0, . . . , N の線形和として表したい. そのためには

∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 1

−1
Tk(x)

K∑
k=1

′′ckdx =
K∑
k=1

′′ck

∫ 1

−1
Tk(x)dx

=
1

2
c0

∫ 1

−1
T0(x)dx+ c1

∫ 1

−1
T1(x)dx+

K∑
k=2

′′ck

∫ 1

−1
Tk(x)dx

= c0 +
K∑

k=2,even

′′ck
1

2

[
1

k + 1
Tk+1 −

1

k − 1
Tk−1

]1
−1

= c0 +
K∑

k=2,even

′′ck

(
1

k + 1
− 1

k − 1

)

= c0 +
K∑

k=2,even

′′ 2

1− k2
ck

これに再度 ck =
N∑

n=0

′′f(xn)Tk(xn) を代入して和のとり方を逆にすると

∫ 1

−1
f(x)dx = c0 +

K∑
k=2,even

′′ 2

1− k2
ck

=
N∑

n=0

′′f(xn)T0(xn) +
K∑

k=2,even

′′ 2

1− k2

N∑
n=0

′′f(xn)Tk(xn)

=
N∑

n=0

′′f(xn) +
N∑

n=0

′′f(xn)
K∑

k=2,even

′′ 2

1− k2
Tk(xn)

=
N∑

n=0

′′f(xn)

1 + K∑
k=2,even

′′ 2

1− k2
cos

(
πkn

N

)
したがって

∫ 1

−1
f(x)dx =

N∑
n=0

′′wnf(xn), wn ≡ 1 +
K∑

k=2,even

′′ 2

1− k2
cos

(
πkn

N

)
. (25)
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