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要旨

2 次元非圧縮順圧流体の一様流中に障害物である正方角柱を配置した場合の数
値シミュレーションを実行した. 特に, 障害物の下流側の流れ場に注目した.

2 次元非圧縮順圧流体系の渦度方程式を支配方程式とする. 渦度方程式の移流項
は Arakawa Jacobin 法を採用した. 渦度方程式の空間微分に関しては中央差分で
近似し, 2 次の Adams-Bashforth 法を用いて渦度方程式の数値積分を実行した.

Re = 80, 90, 100の場合に渦列幅と渦間隔について定量的に調べた. これらのレ
イノルズ数ではカルマン渦列のような渦列が発生した. 渦列幅 hと渦間隔 lの比,

h/lを調べたところ, Kármán の理論値, h/l ≃ 0.28に近く, さらに, 室内実験で見
られる h/lが障害物から離れるにつれ大きくなる特徴もこの実験で確認できた.

流れが不安定になりはじめる臨界レイノルズ数についても調べた. 水島, 武本
(2010)によると, 正方角柱の場合の臨界レイノルズ数は 46.2と求められている. 本
研究では, 時刻 t = 100と t = 2000における渦度場の残差の値の大きさや対称性か
ら臨界レイノルズ数は 46.2 < Re ≤ 46.5の範囲に存在することを示した.
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1 はじめに 4

第1章 はじめに

私は気象衛星画像から見る美しい渦巻き状の雲列に関心を持っていた. この渦
列がどのように生まれるか, 渦列のシミュレーションを行いたいと考えた.

図 1 : 2015 年 1 月 9 日 10 時 (日本時間) の可視画像. (高知大学気象
情報頁, 2016)

図 1 に気象衛星画像に現れる渦巻き状の雲列の例として, 2015 年 1 月 9 日 10

時 (日本時間) に気象衛星から撮影された可視画像を示す. 渦列が韓国・済州 (チェ
ジュ) 島と屋久島の南東方向に出現していることが分かる. このようなパターンは
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1 はじめに 5

図 2 のような室内実験でよく見られるカルマン渦列*1 (種子田, 1988) とよく似て
おり, しばしば大気中におけるカルマン渦列と言われている.

図 2 : 円柱後方のカルマン渦列 (種子田, 1988)

しかし, 室内実験で生じるカルマン渦列は 2次元性の保たれた流体中の障害物後
流に生じるのに対して, 大気中の渦列は 3 次元性の運動によって生じている. そこ
で, 最近の研究では, 現実大気のカルマン渦状の雲列をカルマン渦列と解釈するこ
とは否定されている (伊藤, 新野, 2015). 本研究では, 本来のカルマン渦列につい
ての知見を研究するため, 2 次元非圧縮流体中に生じるカルマン渦列を数値シミュ
レーションで再現することを目指した. それを達成するために必要な流体力学や
数値計算法の基本的な知識を整理した後, 実際に, カルマン渦列を数値シミュレー
ションする.

本論文の構成は以下の通りである. 本章である第 1 章は序章である. 第 2 章は
支配方程式について述べられている. 第 3 章は流体力学に関する方程式の数値計
算法について述べられている. 第 4 章はカルマン渦列をシミュレーションするた
めの問題設定について述べられている. 第 5 章は予備的な実験であり, 計算領域の
広さや数値計算法が解に与える影響について述べられている. 第 6 章は本論であ
る. 実際にカルマン渦列を発生させ, 渦列の幅や間隔の特徴について調べている.

また, 流れが不安定なりはじめる臨界レイノルズ数も調べている. 第 7 章は本研究
の結論である.

*1航空工学者の von Kármán (1911) によってはじめて理論的に考察されたので, この名が付い
た.
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第2章 支配方程式

2.1 流体の運動方程式

流体の運動を記述するため, まず流体の運動方程式について説明する.

流れの運動を考えるとき, 物理量 (速度や圧力など) は時間だけでなく, 空間座標
によっても変化することを考慮しなければいけない. 密度 ρが一定, 外力項を無視
した非圧縮性流体の運動方程式は,

∂u

∂t
+ u · ∇u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u (2.1.1)

となる. ここでuは速度, pは圧力である. この式はNavier-Stokes方程式と呼ばれ,

左辺全体は慣性項, 左辺の第 1項は時間微分項, 第 2項は移流項, 右辺第 1項は圧力
傾度力項, 右辺第 2項は粘性項である. また, 動粘性抵抗 νは粘性率 µを用いると,

ν =
µ

ρ
(2.1.2)

と定義される. (2.1.1) は様々なスケールの現象を記述することができる. そのよ
うな記述に便利な表式は (2.1.1) を無次元化することである. 物理量を代表的なそ
の物理量の大きさを使って次のように無次元化する.

u = Uu′, x = Lx′, t =
L

U
t′, p = ρU2p′. (2.1.3)

ここでu′,x′, t′, p′はそれぞれ無次元化された速度, 距離, 時間, 圧力である. U,Lは
考察の対象の代表的な速度と長さの大きさである. (2.1.3) を (2.1.1) に代入し, さ
らに両辺に L/U2をかけると,

∂u′

∂t′
+ (u′ · ∇′)u′ = −∇′p′ +

1

Re
∇′2u′ (2.1.4)

となる. ここで, Reはレイノルズ数と呼ばれ,

Re =
UL

ν
(2.1.5)
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で定義される無次元数である. Navier-Stokes方程式は (2.1.4) のように無次元化し
た形で使われることが多い. 記述の簡単さのために, 無次元された変数に付くプラ
イムをすべて以下では無視することにする. このとき, (2.1.4) は,

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+

1

Re
∇2u (2.1.6)

と表される.

2.2 渦度方程式

非圧縮性 2次元流体の基礎方程式は流れ関数だけの閉じた 1本の方程式 (渦度方
程式) に書き下すことができる. ここでは渦度方程式の導出を説明する.

運動は 2次元で流体は非圧縮のときのNavier-Stokes 方程式 (2.1.6) を x成分, y

成分に分けると, それぞれ,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
u, (2.2.7)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
v. (2.2.8)

だだし, 流速uをu = ui+ vjとした. iと jはそれぞれ, x軸方向と y軸方向の単
位ベクトルである.

(2.2.7) を yで微分すると,

∂2u

∂t∂y
+
∂u

∂y

∂u

∂x
+u

∂2u

∂x∂y
+
∂v

∂y

∂u

∂y
+v

∂2u

∂y2
= − ∂2p

∂x∂y
+

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
∂u

∂y
(2.2.9)

となる. 同様に, (2.2.8) を xで微分すると,

∂2v

∂t∂x
+
∂u

∂x

∂u

∂x
+u

∂2v

∂x2
+
∂v

∂x

∂v

∂y
+v

∂2v

∂x∂y
= − ∂2p

∂x∂y
+

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
∂v

∂x
(2.2.10)

となる. (2.2.10) から (2.2.9) を引くと,

∂

∂t

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+

∂u

∂x

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+ u

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+
∂v

∂y

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+ v

∂

∂y

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
=

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

) (2.2.11)
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となる. ζ =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
とすると,

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
+

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
ζ =

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ζ (2.2.12)

となる. 非圧縮性流体の場合, 連続の式は,

∇ · u =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 (2.2.13)

であるので, (2.2.12) は,

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
=

1

Re

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ζ =

1

Re
∇2ζ (2.2.14)

となる. ζは渦度で流体粒子の局所的な回転運動を表す物理量である. (2.2.14) は
渦度方程式と呼ばれる. そして, 流れ関数を

u = −∂ϕ

∂y
, v =

∂ϕ

∂x
(2.2.15)

と定義すると, (2.2.14) の渦度方程式は,

∂ζ

∂t
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x
+

∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
=

1

Re
∇2ζ (2.2.16)

と書ける.

2.3 流れ関数についての Poisson 方程式

Poisson 方程式は電磁気学や流体力学といった物理学のなかで, 系を記述する基
礎方程式として現れるものであり, 2階の偏微分方程式によって表される. ここで
は, 流れ関数についての Poisson 方程式を導出する.

(2.2.15) のように流れ関数を定義する. これより,

∂u

∂y
= −∂2ϕ

∂y2
, (2.3.17)

∂v

∂x
=

∂2ϕ

∂x2
(2.3.18)

となる. (2.3.17), (2.3.18) を渦度の定義の式, ζ = ∂v/∂x− ∂u/∂yに代入すると,

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
= ζ (2.3.19)
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となる. これが流れ関数についての Poisson 方程式である. さらに, (2.3.19) を用
いると (2.2.16) の渦度方程式は,

∂

∂t
∇2ϕ− ∂ϕ

∂y

∂

∂x
∇2ϕ+

∂ϕ

∂x

∂

∂y
∇2ϕ =

1

Re
∇4ϕ (2.3.20)

と書ける. 本論文では, (2.3.20) を用いてカルマン渦列の数値シミュレーションを
行う.
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第3章 数値計算法

本章では, (2.2.18) を計算機を使って解くため, 有限差分法とそれに関連する話
題を解説する.

3.1 有限差分法

コンピューターを使って, 微分方程式を数値的に解くには微分を差分で近似する.

この近似の表現の方法, 有限差分法をこの節で説明する.

ある時間変数 tの関数 f(t)の微分を考えると, 次の 3つの表現が存在する:

df

dt
= lim

∆t→0

f(t+∆t)− f(t)

∆t
, (3.1.1)

df

dt
= lim

∆t→0

f(t+∆t)− f(t−∆t)

2∆t
, (3.1.2)

df

dt
= lim

∆t→0

f(t)− f(t−∆t)

∆t
. (3.1.3)

しかし, コンピューターでは, ∆t → 0を扱うことができないので, 有限の∆tで近
似する. つまり, 上記 3式の右辺の lim∆t→0を取り除いた差分で表現し, それぞれ,

前進差分, 中央差分, 後進差分と呼ぶ. 3式は,

df

dt
≃ f(t+∆t)− f(t)

∆t
, (3.1.4)

df

dt
≃ f(t+∆t)− f(t−∆t)

2∆t
, (3.1.5)

df

dt
≃ f(t)− f(t−∆t)

∆t
(3.1.6)

と表すことができる.

時間を∆t, 空間を∆xの間隔で離散化する. このとき, 自然数 (i, j, τ)を用いて,

時空間は (x, y, t) = (i∆x, j∆x, τ∆t) と表現できる. そこで任意の物理量A(x, y, t)
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3.2 CFL 条件 11

は離散化された時空間でAτ
i,jと表すことにする. 時間微分だけでなく, 空間微分に

も有限差分法を適用する. このとき, 微分方程式 (2.2.16) と (2.3.19) に中央差分の
有限差分法を適用すると, (2.2.16) は,

ζτ+1
i,j − ζτ−1

i,j

2∆t
−

ϕτ
i,j+1 − ϕτ

i,j−1

2∆x

ζτi+1,j − ζτi−1,j

2∆x
+

ϕτ
i+1,j − ϕτ

i−1,j

2∆x

ζτi,j+1 − ζτi,j−1

2∆x

=
1

Re

4

(∆x)2

(
ζτi+1,j + ζτi−1,j + ζτi,j+1 + ζτi,j−1

4
− ζτi,j

)
=

1

Re

1

(∆x)2
∇̃2ζτi,j.

(3.1.7)

(2.3.19) は,

ζτi,j =
4

(∆x)2

(
ϕτ
i+1,j + ϕτ

i−1,j + ϕτ
i,j+1 + ϕτ

i,j−1

4
− ϕτ

i,j

)
=

1

(∆x2)
∇̃2ϕτ

i,j.

(3.1.8)

ここで,

∇̃2Ai,j ≡ 4

(
Ai+1,j + Ai−1,j + Ai,j+1 + Ai,j−1

4
− Ai,j

)
(3.1.9)

と定義する*1. なお, 上記の時間積分は leap-frog 法と呼ばれるものであるが, 本研
究では, Adams-Bashforth 法を採用した (付録 B.2 を参照).

3.2 CFL 条件

近似による計算誤差は数値計算の安定性に大きな影響を与える. 計算を続ける
にあたって誤差が増大しないならば、有限差分法は安定であると言える. ここでは

*1(3.1.7) を (3.1.8) のもとで解くときに, (3.1.7) の粘性項に次のような工夫をする:

∇̃2ζτi,j →
1

2

(
∇̃2ζτ+1

i,j + ∇̃2ζτ−1
i,j

)
. (3.1.10)

このような置き換えにより, (3.1.7) を変形し, τ + 1と τ − 1の項に分けると,

∇̃2ζτ+1
i,j − µ2ζτ+1

i,j =− (∇̃2 + µ2)ζτ−1
i,j

− λ2
[
(ϕτ

i,j+1 − ϕτ
i,j−1)(ζ

τ
i+1,j − ζτi−1,j)

−(ϕτ
i+1,j − ϕτ

i−1,j)(ζ
τ
i,j+1 − ζτi,j−1)

] (3.1.11)

となる. ただし, µ2 = Re(∆x)2/∆t, λ2 = Re/2とおいた.
以上から, 過去 τ − 1や現在 τ の渦度,流れ関数の値が既知であれば, (3.1.8) や (3.1.11) を使っ

て, 未来 τ + 1の渦度, 流れ関数の値を知ることができる. ただし, この方法は Hirota, Miyakoda
(1964) で採用した方法であり, 本研究では採用していない.
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3.2 CFL 条件 12

数値計算が安定であるための条件, CFL条件について移流方程式を例にとり説明
する.

時間 tと位置 xの関数 u(x, t)があり, 速度 cで x方向に移動する場合,

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0 (3.2.12)

が成り立つ. これは移流方程式と呼ばれ, 左辺の第 2項は移流項である. この方程
式の一般解を F を任意の形とした, 特性曲線 u = F (x− ct)とおくと,

∂u

∂t
= F ′ ∂

∂t
(x− ct) = F ′ × (−c), (3.2.13)

∂u

∂x
= F ′ ∂

∂x
(x− ct) = F ′ (3.2.14)

であり,

F ′ × (−c) + F ′ = 0 (3.2.15)

となるので, 確かに特性曲線 u = F (x − ct)は一般解になっている. 3.1 節と同様
に, 任意の物理量A(x, t)を離散化された時空間でAτ

i と表すことにし, 時間に関す
る微分に前進差分, 空間に関する微分に後進差分を適用すると, (3.2.12) は,

uτ+1
i − uτ

i

∆t
+ c

uτ
i − uτ

i−1

∆x
= 0 (3.2.16)

となる. ここで, uτ
i−1は uτ

i の上流側の物理量なので, 上流差分や風上差分と呼ばれ
る. 移流方程式では, 物理量が上流側から移動してくるので, 上流差分は理に適っ
ていると言える. 時刻 τ の物理量 uτ

i , u
τ−1
i が既知ならば, 時刻 τ + 1に対する物理

量 uτ+1
i は,

uτ+1
i = uτ

i −
c∆t

∆x

(
uτ
i − uτ

i−1

)
(3.2.17)

と表すことができる. ここで, 図 3 を参照する. 数値解に影響を与えるすべての格
子点からなる領域を依存領域と呼ぶ. 点Aの数値解は依存領域内の ◦印で示され
た格子点における値のみから計算される. 今, 位置 x, 時間 tにおける物理量の値に
注目する. この時空間は図 3 の点Aで表されている. (3.2.17) の計算法によると,

特性曲線が依存領域内に存在すると微分方程式の解を格子点の値で表現できる. つ
まり, 特性曲線の傾き 1/cが依存領域の境界の傾き∆t/∆xより大きいか, 同じでな
ければならず,

1

c
≧ ∆t

∆x
, (3.2.18)

1 ≧ c
∆t

∆x
(3.2.19)

のような制約がある. これを CFL 条件と呼ぶ.
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3.3 Von Neumann の方法 13

図 3 : 計算法 (3.2.17) に関して注目する点Aにおける物理量に対する
依存領域を ◦印で示した. 赤線は特性曲線が依存領域内に存在しない
場合. 青線は特性曲線が依存領域内の格子点で表現できる臨界的状態.

3.3 von Neumann の方法

微分方程式を有限差分法で解く際の数値的安定性を調べるのに使われる手法の
1つに von Neumann の方法がある. この方法は, 変数を様々な波長の波の重ね合
わせで表し, 各成分毎の安定性を調べる. 解の重ね合わせのできない非線形偏微分
方程式には適用できない. しかし, 非線形方程式を線形化することにより, 各波数
成分の振幅が互いに独立に発展すると考えると, 1つの波数成分だけを取り出して
議論することができる. ここでは, この方法を移流方程式, 拡散方程式, 移流拡散方
程式を例にとって説明する.

3.3.1 移流方程式の場合

(3.2.12) の解を振幅が Uk(t), 波数 kの波動解,

u(x, t) = Uk(t)e
jkx (3.3.20)
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として*2 , (3.2.12) に代入すると,(
dUk

dt
+ jkcUk

)
ejkx = 0 (3.3.21)

となる. ここで, 一般に ejkx ̸= 0なので,

dUk

dt
+ jkcUk = 0 (3.3.22)

である. よって,
dUk

dt
= −jkcUk, (3.3.23)

dUk

Uk

= −jkc dt, (3.3.24)∫
dUk

Uk

= −jkc

∫ t

0

dt (3.3.25)

となるので,

ln

(
Uk(t)

Uk(0)

)
= −jkct, Uk(0) :初期値 (3.3.26)

Uk(t)

Uk(0)
= e−jkct (3.3.27)

と表され,

Uk(t) = Uk(0)e
−jkct (3.3.28)

となる. (3.3.28) を (3.3.20) に代入すると,

u(x, t) = Uk(0)e
jk(x−ct). (3.3.29)

(3.3.29) をすべての波数について重ね合わせると,

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Uk(0)e

jk(x−ct) dk (3.3.30)

となり, (3.3.30) が (3.2.12) の一般解である. また, 各成分の波は振幅を変えずに
一定の位相速度 cで移流することが分かる.

次に, (x, t) = (i∆x, τ∆t)として, 3.1 節と同様に u(x, t)を uτ
i と表す. これを

(3.2.16) の波数成分 kの差分解として,

uτ
i = U τejki∆x U τ : τにおける振幅 (3.3.31)

とおく. さらに, (3.2.16) を変形すると,

uτ+1
i = uτ

i − c
∆t

∆x

(
uτ
i − uτ

i−1

)
(3.3.32)

= (1− µ)uτ
i + µuτ

i−1 (3.3.33)

*2ここでは, j を虚数単位とする.
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となる. ただし, µ = c∆t/∆xとおいた. (3.3.31) を (3.3.33) に代入すると,

U τ+1ejki∆x = (1− µ)U τejki∆x + µU τejk(i−1)∆x (3.3.34)

となり,

U τ+1 = (1− µ)U τ + µU τe−jk∆x　

=
[
(1− µ) + µe−jk∆x

]
U τ　

= λU τ . (3.3.35)

ここで, 増幅因子 λを
λ ≡ (1− µ) + µe−jk∆x (3.3.36)

と定義をする.

差分法が安定であるための条件は,

|U τ | = |λ|
∣∣U τ−1

∣∣ = |λ|2
∣∣U τ−2

∣∣ = · · · = |λ|n
∣∣U0

∣∣ < B B :ある有限な数 (3.3.37)

となれば良く, この式を変形し, B′を次のように定義した:

τ ln |λ| < ln
B

|U0|
≡ B′. (3.3.38)

τ = t/∆tなので,

ln |λ| < B′∆t

t
(3.3.39)

となる. |λ| ≡ 1 + δと定義して, |δ| ≪ 1とすると,

ln (1 + δ) = δ − δ2

2
+

δ3

3
− · · · . (3.3.40)

よって,

δ ≦ O(∆t) (3.3.41)

となり,

|λ| ≦ 1 +O(∆t), (3.3.42)

|λ| ≦ 1. (3.3.43)

(3.3.43) を von Neumann の安定性のための必要条件という.

(3.3.36) を変形すると,

λ = 1− µ+ µ(cos k∆x− j sin k∆x) (3.3.44)

となり,

|λ|2 = 1− 2µ(1− µ)(1− cos k∆x) (3.3.45)
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となる. (3.3.43) より, 差分法が安定であるための条件は, |λ|2 ≦ 1であり, 1 −
cos k∆x ≧ 0なので,

1− µ ≧ 0 (3.3.46)

を得る. (3.3.46) は,

µ ≦ 1, (3.3.47)

c
∆t

∆x
≦ 1 (3.3.48)

となる. これが (3.2.16) の差分法がすべての波数に対して安定であるための必要
条件であり, CFL 条件とも一致している.

3.3.2 拡散方程式の場合

1次元の拡散方程式は, 時間 tと位置 xの関数を u(x, t), 拡散係数をDとすると,

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
(3.3.49)

で与えられる. この方程式の波動解を 3.3.1 節と同様に (3.3.20) として, (3.3.49)

に代入すると,
dUk

dt
ejkx = −Dk2Uke

jkx, (3.3.50)(
dUk

dt
+Dk2Uk

)
ejkx = 0 (3.3.51)

となる. ここで, 一般に ejkx ̸= 0なので,

dUk

dt
+Dk2Uk = 0 (3.3.52)

である. よって,
dUk

dt
= −Dk2Uk, (3.3.53)

dUk

Uk

= −Dk2 dt, (3.3.54)∫
dUk

Uk

= −Dk2

∫ t

0

dt (3.3.55)

となるので,

ln

(
Uk(t)

Uk(0)

)
= −Dk2, Uk(0) :初期値 (3.3.56)

Uk(t)

Uk(0)
= e−Dk2t (3.3.57)
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と表され,

Uk(t) = Uk(0)e
−Dk2t (3.3.58)

となる. (3.3.58) を (3.3.20) に代入すると,

u(x, t) = Uk(0)e
jkx−Dk2t. (3.3.59)

(3.3.59) をすべての波数について重ね合わせると,

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Uk(0)e

jkx−Dk2t dk (3.3.60)

となり, (3.3.60) が (3.3.49) の一般解である.

次に, (x, t) = (i∆x, τ∆t)として, 3.1 節と同様に u(x, t)を uτ
i と表す. そして,

(3.3.49) の時間に関する微分に前進差分, 空間に関する微分に中央差分を適用す
ると,

uτ+1
i − uτ

i

∆t
= D

uτ
i+1 − 2uτ

i + uτ
i−1

(∆x)2
(3.3.61)

となる. (3.3.61) の波数成分 kの差分解として,

uτ
i = U τejki∆x U τ : τにおける振幅 (3.3.62)

とおく. (3.3.61) を変形すると,

uτ+1
i = uτ

i +D
∆t

(∆x)2
(
uτ
i+1 − 2uτ

i + uτ
i−1

)
(3.3.63)

= (1− 2µ)uτ
i + µ

(
uτ
i+1 + uτ

i−1

)
(3.3.64)

となる. ただし, µ = D∆t/(∆x)2とおいた. (3.3.62) を (3.3.64) に代入すると,

U τ+1ejki∆x = (1− 2µ)U τejki∆x + µ
(
ejk(i+1)∆x + ejk(i−1)∆x

)
U τ (3.3.65)

となり,

U τ+1 = (1− 2µ)U τ + µ
(
ejk∆x + e−jk∆x

)
U τ

=
[
1− 2µ+ µ

(
ejk∆x + e−jk∆x

)]
U τ

= λU τ . (3.3.66)

ここで, 増幅因子 λは

λ = 1− 2µ+ µ
(
ejk∆x + e−jk∆x

)
(3.3.67)

で与えられる. (3.3.67) を変形すると,

λ = 1− 2µ+ µ(cos k∆x+ j sin k∆x+ cos k∆x− j sin k∆x)

= 1− 2µ(1− cos k∆x)

= 1− 4µ sin2 k∆x

2
(3.3.68)
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となり, 3.3.1 節と同様に, 差分法が安定であるためには |λ| ≦ 1である必要がある.

よって,

−1 ≦ 1− 4µ sin2 k∆x

2
≦ 1,

0 ≦ µ sin2 k∆x

2
≦ 1

2
(3.3.69)

となり,

µ ≦ 1

2
, (3.3.70)

D
∆t

(∆x)2
≦ 1

2
(3.3.71)

となる. これが (3.3.61) の差分法がすべての波数に対して安定であるための必要
条件である.

3.3.3 移流拡散方程式の場合

1次元の移流拡散方程式は, 時間 tと位置 xの関数を u(x, t), 流速を c, 拡散係数
をDとすると,

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= D

∂2u

∂x2
(3.3.72)

で与えられる. この方程式の波動解を 3.3.1 節と同様に (3.3.20) として, (3.3.72)

に代入すると,
dUk

dt
ejkx + jkcUke

jkx = −Dk2Uke
jkx, (3.3.73)(

dUk

dt
+ jkcUk +Dk2Uk

)
ejkx = 0 (3.3.74)

となる. ここで, 一般に ejkx ̸= 0なので,

dUk

dt
+ jkcUk +Dk2Uk = 0 (3.3.75)

である. よって,
dUk

dt
= −jkcUk −Dk2Uk, (3.3.76)

dUk

Uk

= −jkc dt−Dk2dt, (3.3.77)∫
dUk

Uk

= −jkc

∫ t

0

dt−Dk2

∫ t

0

dt (3.3.78)
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となるので,

ln

(
Uk(t)

Uk(0)

)
= −jkct−Dk2t, Uk(0) :初期値 (3.3.79)

Uk(t)

Uk(0)
= e−(jkc+Dk2)t (3.3.80)

と表され,

Uk(t) = Uk(0)e
−(jkc+Dk2)t (3.3.81)

となる. (3.3.81) を (3.3.20) に代入すると,

u(x, t) = Uk(0)e
jk(x−ct)−Dk2t (3.3.82)

(3.3.82) をすべての波数について重ね合わせると,

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Uk(0)e

jk(x−ct)−Dk2t dk (3.3.83)

となり, (3.3.83) が (3.3.72) の一般解である.

次に, (x, t) = (i∆x, τ∆t)として, 3.1 節と同様に u(x, t)を uτ
i と表す. そして,

(3.3.72) の時間に関する微分に前進差分, 移流項と拡散項に中央差分を適用すると,

uτ+1
i − uτ

i

∆t
+ c

uτ
i+1 − uτ

i−1

2∆x
= D

uτ
i+1 − 2uτ

i + uτ
i−1

(∆x)2
. (3.3.84)

(3.3.84) の波数成分 kの差分解として,

uτ
i = U τejki∆x U τ : τにおける振幅 (3.3.85)

とおく. (3.3.84) を変形すると,

uτ+1
i = uτ

i −
c∆t

2∆x

(
uτ
i+1 − uτ

i−1

)
+

D∆t

(∆x)2
(
uτ
i+1 − 2uτ

i + uτ
i−1

)
(3.3.86)

= (1− 2µ′)uτ
i −

(µ
2
− µ′

)
uτ
i+1 +

(µ
2
+ µ′

)
uτ
i−1 (3.3.87)

ただし,

µ =
c∆t

∆x
, (3.3.88)

µ′ =
D∆t

(∆x)2
(3.3.89)

とおいた. (3.3.85) を (3.3.87) に代入すると,

U τ+1ejki∆x =(1− 2µ′)U τejki∆x

−
(µ
2
− µ′

)
U τejk(i+1)∆x

+
(µ
2
+ µ′

)
U τejk(i−1)∆x (3.3.90)
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となり,

U τ+1 = (1− 2µ′)U τ −
(µ
2
− µ′

)
U τejk∆x +

(µ
2
+ µ′

)
U τe−jk∆x

=
[
1− 2µ′ −

(µ
2
− µ′

)
ejk∆x +

(µ
2
+ µ′

)
e−jk∆x

]
U τ

= λU τ (3.3.91)

ここで, 増幅因子 λは

λ = 1− 2µ′ −
(µ
2
− µ′

)
ejk∆x +

(µ
2
+ µ′

)
e−jk∆x (3.3.92)

である. (3.3.92) を変形すると,

λ = 1− 2µ′ − µ

2

(
ejk∆x − e−jk∆x

)
+ µ′ (ejk∆x + e−jk∆x

)
= 1− 2µ′ − µj sin k∆x+ 2µ′ cos k∆x

= 1− 2µ′(1− cos k∆x)− µj sin k∆x (3.3.93)

であり,

|λ|2 = [1− 2µ′(1− cos k∆x)]
2
+ µ2 sin2 k∆x (3.3.94)

となる. 複素平面で (3.3.93) は実軸上の (1− 2µ′)を中心とし, 長径が 2µ′, 短径が
µの楕円, 一方安定性の条件 (3.3.43) は中心が原点にあり, 半径が 1の円であると
解釈できる.
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図 4 : 増幅因子 λの極形式による表示.

k∆x ≈ 0場合,

cos k∆x = 1− 1

2!
(k∆x)2 + · · · ,

sin k∆x = k∆x− 1

3!
(k∆x)3 + · · ·

とすると, (3.3.94) は

|λ|2 ≈
[
1− 2µ′

(
1

2!
k∆x

)]2
+ µ2(k∆x)2

≈ 1− 2µ′(k∆x)2 + µ′2(k∆x)4 + µ2(k∆x)2

≈ 1 +
(
µ2 − 2µ′) (k∆x)2 (3.3.95)

と表すことができる.

k∆x = πの場合,

|λ|2 = (1− 4µ′)2 (3.3.96)
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となる. 3.3.1 節と同様に差分法が安定であるためには |λ| ≦ 1である必要がある.

(3.3.95) より,

µ2 − 2µ′ ≦ 0,

µ2 ≦ 2µ′. (3.3.97)

(3.3.96) より,

−1 ≦ 1− 4µ′ ≦ 1,

0 ≦ 4µ′ ≦ 2,

0 ≦ µ′ ≦ 1

2
(3.3.98)

k∆x = π/2の場合,

|λ|2 = (1− 2µ′)2 + µ2 (3.3.99)

となり, (3.3.97) と (3.3.98) より |λ|2 ≦ 1が満たされている. 以上より, (3.3.97)

と (3.3.98) が (3.3.84) の差分法がすべての波数に対して安定であるための条件で
ある.

学部卒業研究 2016/03/08(石崎 渓)



4.1 障害物が四角柱の場合 23

第4章 流れと障害物の表現

本章では, 障害物が存在する領域における流れの概要と境界条件について解説す
る. はじめに, 障害物が四角柱である場合について説明したのち, 次に障害物が円
柱の場合についての説明をする.

4.1 障害物が四角柱の場合

障害物が四角柱である場合の流れを数値計算する際の問題設定について説明す
る.

x軸方向に一様な流れがあり, y軸方向には流れのない (u = U, v = 0)無限に広
がる領域を考える. このような領域内に流れを妨げるように四角柱をおく. ただ
し, 数値計算で無限の領域は計算できないので, 流れに及ぼす障害物の影響を考え
なくても良いほど十分広い領域を設定して計算を行う.

図 5 : 計算領域と格子点.
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そして, この計算領域に格子点をおく. 図 5 のように計算領域の左下に原点をお
き, x軸方向に I + 1個の格子点, y軸方向に J + 1個の格子点を等間隔に配置する.

よって, この計算領域には, (I + 1)× (J + 1)個の格子点が存在している. また, 原
点から I + 1個目の格子点までの距離をX, 原点から J + 1個目までの格子点の距
離を Y とする.

4.1.1 物理境界条件

前述のような流れを表現する物理的な境界条件を説明する.

流入口 (x = 0)

流入口である y軸上には速度 U の一般流が x軸方向に流入するので,

u = U, (4.1.1)

v = 0 (4.1.2)

である. (2.2.15) より, 流れ関数 ϕは,

ϕ = −
∫ y

0

Udy

= −Uy + const

= −U

(
y − Y

2

)
(4.1.3)

となる. (4.1.3)の定数項は領域の中心でϕ = 0となるように設定している. (2.3.19)

より, 渦度 ζは,

ζ = −∂U

∂y
= 0 (4.1.4)

である.

左岸 (y = Y )

計算領域は, 流れに及ぼす障害物の影響を考えなくても良いほど十分広い領域と
している. また, 岸上では, 摩擦がないと考える. つまり, ∂u/∂y = 0 である. よっ
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て, 流速は一般の流速によるので,

u = U, (4.1.5)

v = 0 (4.1.6)

である. (2.2.15) より, 流れ関数 ϕは,

ϕ = −uY

2
(4.1.7)

となる. (2.3.19) より, 渦度 ζは,

ζ = −∂u

∂y
= 0 (4.1.8)

である.

右岸 (y = 0)

右岸も左岸と同様に,

u = U, (4.1.9)

v = 0 (4.1.10)

である. 流れ関数 ϕと渦度 ζも同様に,

ϕ =
uY

2
, (4.1.11)

ζ = −∂u

∂y
= 0 (4.1.12)

となる.

流出口 (x = X)

速度に対する自然境界条件を設定する:

∂u

∂x
= 0, (4.1.13)

∂v

∂x
= 0 (4.1.14)

とする.
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四角柱

四角柱の境界, 表面では, 流速の速度は,

u = 0, (4.1.15)

v = 0. (4.1.16)

(2.2.15) より, 流れ関数は,

∂ϕ

∂y
= 0, (4.1.17)

∂ϕ

∂x
= 0 (4.1.18)

となる.

4.1.2 数値境界条件

上で述べた物理境界条件の数値的表現 (数値境界条件) を説明する.

流入口 (x = 0)

流れの速度は, 物理境界条件 (4.1.1), (4.1.2) より,

u0,j = U, (4.1.19)

v0,j = 0, (4.1.20)

である. 流れ関数は, 物理境界条件, (4.1.3) より,

ϕ0,j = −U∆y

(
j − J

2

)
(4.1.21)

となる. ただし, jは原点を始点とする y軸上の格子点の番号, ∆yは y軸の格子点
の間隔, J は上壁の格子点の番号とする. このようにおけば, 流入口の中間の格子
点 J/2の流れ関数は,

ϕ0,J/2 = 0 (4.1.22)

となる. 物理境界条件と同様, (2.3.19) より, 渦度 ζ0,jは,

ζ0,j = 0 (4.1.23)

となる.
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左岸 (y = Y )

流れの速度は, 物理境界条件 (4.1.5), (4.1.6) より,

ui,J = U, (4.1.24)

vi,J = 0 (4.1.25)

である. 物理境界条件 (4.1.7) より,

ϕi,J = −J

2
U∆y (4.1.26)

となる.

渦度に関する境界条件は以下のように設定する:

左岸よりひとつ内側の格子点において, 流れ関数 ϕi,J−1をテーラー展開すると,

ϕi,J−1 = ϕi,J − ∂ϕi,J

∂y
∆y +

1

2

∂2ϕi,J

∂y2
(∆y)2 + · · ·

≃ ϕi,J − ∂ϕi,J

∂y
∆y +

1

2

∂2ϕi,J

∂y2
(∆y)2 (4.1.27)

となる.

−∂ϕi,J

∂y
= U, (4.1.28)

∂2ϕi,J

∂y2
= ζi,J (4.1.29)

より, (4.1.27) は, ∆yの 2次までの精度で,

ϕi,J−1 = ϕi,J + U∆y +
1

2
ζi,J(∆y)2 (4.1.30)

となる. よって, ζi,J は,

ζi,J =
2 (ϕi,J−1 − ϕi,J − U∆y)

(∆y)2
(4.1.31)

となる.

右岸 (y = 0)

流れの速度は, 物理境界条件 (4.1.9), (4.1.10) より,

ui,0 = U, (4.1.32)

vi,0 = 0 (4.1.33)
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である. 物理境界条件 (4.1.11) より, 流れ関数 ϕi,0は,

ϕi,0 =
J

2
U∆y (4.1.34)

である.

渦度に関する境界条件は以下のように設定する:

右岸よりひとつ内側の格子点の流れ関数 ϕi,1は,

ϕi,1 = ϕi,0 +
∂ϕi,0

∂y
∆y +

1

2

∂2ϕi,0

∂y2
(∆y)2 + · · ·

≃ ϕi,0 +
∂ϕi,0

∂y
∆y +

1

2

∂2ϕi,0

∂y2
(∆y)2 (4.1.35)

となる.

−∂ϕi,0

∂y
= U, (4.1.36)

∂2ϕi,0

∂y2
= ζi,0 (4.1.37)

より, (4.1.35) は,

ϕi,1 = ϕi,0 − U∆y +
1

2
ζi,0(∆y)2 (4.1.38)

となる. よって, ζi,0は,

ζi,0 =
2 (ϕi,1 − ϕi,0 + U∆y)

(∆y)2
(4.1.39)

となる.

流出口 (x = X)

物理境界条件 (4.1.13), (4.1.14) は,

ϕI,j = ϕI−1,j (4.1.40)

とすることで実現される. 渦度については, 自然境界条件,

∂ζI,j
∂x

= 0 (4.1.41)

を設定し, (4.1.41) を後進差分すると,

ζI,j − ζI−1,j

∆x
= 0 (4.1.42)

となるので, 渦度 ζI,jの数値境界条件は,

ζI,j = ζI−1,j (4.1.43)

となる.

学部卒業研究 2016/03/08(石崎 渓)



4.2 障害物が円柱の場合 29

四角柱

左岸, 右岸の ζの境界条件と同じ議論をする. 以前と違うのは, 四角柱上で,

ui,j = 0, (4.1.44)

vi,j = 0, (4.1.45)

ϕi,j = 0 (4.1.46)

である. (4.1.31), (4.1.39) から四角柱の左岸の渦度 ζLi,j, 右岸の渦度 ζRi,j, 前岸の渦
度 ζFi,j, 後岸の渦度 ζBi,jはそれぞれ,

ζLi,j = −2ϕi,j+1

(∆y)2
, (4.1.47)

ζRi,j = −2ϕi,j−1

(∆y)2
, (4.1.48)

ζFi,j = −2ϕi−1,j

(∆x)2
, (4.1.49)

ζBi,j = −2ϕi+1,j

(∆x)2
(4.1.50)

となる.

4.2 障害物が円柱の場合

障害物が円柱である場合の流れを数値計算する際の問題設定 (酒井, 2012) につ
いて説明する.

障害物が四角柱の場合と同様, x軸方向に一様な流れがあり, y軸方向には流れ
のない (u = U, v = 0)無限に広がる領域を考え, このような領域内に流れを妨げる
ように円柱をおく. ただし, 数値計算で無限の領域は計算できないので, 障害物の
円柱を座標の中心とし, 計算領域の端では, 障害物の影響を考えなくて良いほど十
分広い領域に限定して計算をする. 図 6 に示したように計算領域の境界が円であ
るので, 前節で扱った, デカルト座標系から 2 次元の極座標に変換する. つまり,

x = r cosϑ, (4.2.51)

y = r sinϑ (4.2.52)

とする. 図 5 と同様, 一様な流れが xの負の左側から xの正の右側に流れるよう
に, 角度 ϑの起点を−πとする. よって, ϑの範囲は−π ≤ ϑ ≤ πとなる. また, 円
柱の半径を 1とし, 計算領域の半径の最大値をRとする.
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図 6 : 障害物が円柱の場合の計算領域.

このように考えると, 計算を行う r, ϑ空間における計算領域 (解析領域) は, 図 7

のような領域となる.

図 7 : 解析領域.
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さらに, 動径 r方向に対しても次のような座標変換を行う:

r = eω. (4.2.53)

これにより, 円柱に近いほど格子間隔が細かく, 円柱の影響が小さい遠方ほど格子
間隔が粗い, 図 8 のような不等間隔格子となる.

図 8 : 不等間隔格子.

また, (4.2.53) により, ωの最大値は,

ωmax = logR (4.2.54)

であり, ωの最小値は,

ωmin = 0 (4.2.55)

となる.

不等間隔格子を用いた場合の支配方程式を導くため, 流れ関数 (2.2.15), 流れ
関数についての Poisson 方程式 (2.3.19), 渦度方程式 (2.2.14) を極座標で表現し,

(4.2.53) の座標変換を行う.

まず, 流れ関数 (2.2.15) に対しての上記の変換を行う. デカルト座標系での流
速uを

u = ui+ vj (4.2.56)
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とし, 2次元の極座標での流速uを

u = urer + vϑeϑ (4.2.57)

とする. 単位ベクトル er, eϑは, それぞれ,

er = i cosϑ+ j sinϑ, (4.2.58)

eϑ = −i sinϑ+ j cosϑ (4.2.59)

である. よって, (4.2.56), (4.2.57) は,

u = ui+ vj

= urer + vϑeϑ

= ur(i cosϑ+ j sinϑ) + vϑ(−i sinϑ+ j cosϑ)

= (ur cosϑ− vϑ sinϑ)i+ (ur sinϑ+ vϑ cosϑ)j (4.2.60)

となり, u, vは, それぞれ,

u = ur cosϑ− vϑ sinϑ, (4.2.61)

v = ur sinϑ+ vϑ cosϑ (4.2.62)

となる. 動径 rは,

r = (x2 + y2)1/2 (4.2.63)

なので,

∂r

∂x
=

x

(x2 + y2)1/2
=

x

r

= cosϑ, (4.2.64)

∂r

∂y
=

y

(x2 + y2)1/2
=

y

r

= sinϑ (4.2.65)

となる. また,

∂

∂x
tanϑ =

1

cos2 ϑ

∂ϑ

∂x
= − y

x2
(4.2.66)

となるので,

∂ϑ

∂x
= − y

x2
cos2 ϑ = − r sinϑ

r2 cos2 ϑ
cos2 ϑ

= −1

r
sinϑ, (4.2.67)

∂ϑ

∂y
=

x

y2
sin2 ϑ =

r cosϑ

r2 sin2 ϑ
sin2 ϑ

=
1

r
cosϑ (4.2.68)
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となる. ∂/∂xは, (4.2.64) と (4.2.67) より,

∂

∂x
=

∂r

∂x

∂

∂r
+

∂ϑ

∂x

∂

∂ϑ

= cosϑ
∂

∂r
− 1

r
sinϑ

∂

∂ϑ
(4.2.69)

であり, ∂/∂yは, (4.2.65) と (4.2.68) より,

∂

∂y
=

∂r

∂y

∂

∂r
+

∂ϑ

∂y

∂

∂ϑ

= sinϑ
∂

∂r
+

1

r
cosϑ

∂

∂ϑ
(4.2.70)

となる. (2.2.15), (4.2.61), (4.2.70) より,

u = −∂ϕ

∂y

= −1

r
cosϑ

∂ϕ

∂ϑ
− sinϑ

∂ϕ

∂r
= ur cosϑ− vϑ sinϑ (4.2.71)

となる. (4.2.53), (4.2.71) と三角関数の 1 次独立性より, 速度と流れ関数の関係
式は,

ur = −1

r

∂ϕ

∂ϑ
(4.2.72)

= −e−ω ∂ϕ

∂ϑ
, (4.2.73)

vϑ =
∂ϕ

∂r
(4.2.74)

= e−ω ∂ϕ

∂ω
(4.2.75)

となる.

次に, 流れ関数についての Poisson 方程式 (2.3.19)の変換を行う. (4.2.64) と
(4.2.69) より, (2.3.19) の左辺第 1 項は,

∂2ϕ

∂x2
=

(
cosϑ

∂

∂r
− 1

r
sinϑ

∂

∂ϑ

)(
cosϑ

∂ϕ

∂r
− 1

r
sinϑ

∂ϕ

∂ϑ

)
(4.2.76)

と変形できる. また, (4.2.65) と (4.2.70) より, (2.3.19) の左辺第 2 項は,

∂2ϕ

∂y2
=

(
sinϑ

∂

∂r
+

1

r
cosϑ

∂

∂ϑ

)(
sinϑ

∂ϕ

∂r
+

1

r
cosϑ

∂ϕ

∂ϑ

)
(4.2.77)
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と変形できる. さらに, (4.2.53) より,

∂

∂r
=

∂ω

∂r

∂

∂ω

= e−ω ∂

∂ω
, (4.2.78)

1

r2
= e−2ω (4.2.79)

である. (4.2.78) と (4.2.79) より, (4.2.76) と (4.2.77) の和は,

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
=

∂2ϕ

∂r2
+

1

r2
∂2ϕ

∂ϑ2

= e−2ω

(
∂2ϕ

∂ω2
+

∂2ϕ

∂ϑ2

)
(4.2.80)

となる. (4.2.80) が不等間隔格子を用いた場合の流れ関数についての Poisson 方程
式である.

最後に, 渦度方程式 (2.2.14) に対しての変換を行う. (2.2.14) の左辺第 2, 3 項は,

u
∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
= u · ∇ζ

= (urer + uϑeϑ) ·
(
er

∂ζ

∂r
+ eϑ

1

r

∂ζ

∂ϑ

)
= ur

∂ζ

∂r
+ uϑ

1

r

∂ζ

∂ϑ

= ure
−ω ∂ζ

∂ω
+ uϑe

−ω ∂ζ

∂ϑ

= e−ω

(
ur

∂ζ

∂ω
+ uϑ

∂ζ

∂ϑ

)
(4.2.81)

と変形できる. また, (2.2.14) の右辺は, (4.2.80) より,

1

Re
∇2ζ =

1

Re

(
∂2ζ

∂x2
+

∂2ζ

∂y2

)
=

e−2ω

Re

(
∂2ζ

∂ω2
+

∂2ζ

∂ϑ2

)
(4.2.82)

となる. (4.2.79) と (4.2.80) より, 渦度方程式 (2.2.14) は,

∂ζ

∂t
+ e−ω

(
ur

∂ζ

∂ω
+ uϑ

∂ζ

∂ϑ

)
=

e−2ω

Re

(
∂2ζ

∂ω2
+

∂2ζ

∂ϑ2

)
(4.2.83)

と変形できる. (4.2.83) が不等間隔格子を用いた場合の渦度方程式である.
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4.2.1 物理境界条件

前述のような流れを表現する物理的な境界条件を説明する.

流入口 (−π ≤ ϑ < −π/2, π/2 < ϑ ≤ π)

流入口である半径Rの計算領域の端から速度U の一般流が x軸方向に流入する
ので,

u = U, (4.2.84)

v = 0 (4.2.85)

である. (2.2.15), (4.2.52), (4.2.53) より, 流れ関数 ϕは,

ϕ = −
∫ y

0

Udy

= −Uy + const

= −Uy

= −Ur sin(ϑ− π)

= −Ueω sin(ϑ− π) (4.2.86)

となる. (4.2.86)の定数項は領域の中心でϕ = 0となるように設定している. (2.3.19)

より, 渦度 ζは,

ζ = −∂U

∂y
= 0 (4.2.87)

である.

左端 (ϑ = π/2)

障害物が四角柱の場合と同様, 計算領域は, 障害物が流れに及ぼす影響を考えな
くても良いほど十分広い領域としている. よって, 流速は流入口の流速によるので,

u = U, (4.2.88)

v = 0 (4.2.89)

である. (2.2.15), (4.2.54) より, 流れ関数 ϕは,

ϕ = −UR

= −Ueωmax (4.2.90)
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となる. (2.3.19) より, 渦度 ζは,

ζ = −∂U

∂y
= 0 (4.2.91)

である.

右端 (ϑ = −π/2)

右端も左端と同様に,

u = U, (4.2.92)

v = 0 (4.2.93)

である. 流れ関数 ϕと渦度 ζも同様に,

ϕ = UR

= Ueωmax (4.2.94)

ζ = −∂U

∂y
= 0 (4.2.95)

となる.

流出口 (−π/2 < ϑ < π/2)

速度に対する自然境界条件を設定する:

∂u

∂x
= 0, (4.2.96)

∂v

∂x
= 0 (4.2.97)

とする.

円柱

円柱の境界, 表面では, 流速の速度は,

ur = 0, (4.2.98)

vϑ = 0. (4.2.99)
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(2.2.15) より, 流れ関数は,

∂ϕ

∂ϑ
= 0, (4.2.100)

∂ϕ

∂r
= 0, (4.2.101)

ϕ = 0 (4.2.102)

となる.

4.2.2 数値境界条件

上で述べた物理境界条件の数値的表現 (数値境界条件) を説明する.

図 9 : 等間隔格子.

図 8 のような不等間隔格子は, (ω, ϑ)空間では, 図 9 のような等間隔格子として
表現できる. ω方向の格子点の番号を iとし, ϑ方向の格子点の番号を jとする. た
だし, 格子点の番号の起点は, (ω, ϑ) = (0,−π)であることに注意する. また, ∆ω,

∆ϑを各方向の格子間隔, Iを ω = ωmax上の格子点の番号, J を ϑ = π上の格子点
の番号とする.
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流入口 (ω = ωmax, −π ≤ ϑ < −π/2, π/2 < ϑ ≤ π, 0 ≤ j ≤ J/4− 1, 3J/4 + 1 ≤
j ≤ J)

流れの速度は, 物理境界条件 (4.2.84), (4.2.85) より,

uI,j = U, (4.2.103)

vI,j = 0 (4.2.104)

である. 流れ関数は, (4.2.86) より,

ϕI,j = −UeI∆ω sin(j∆ϑ− π)

= −Ueωmax sin(j∆ϑ− π)

= −Ueωmax sin∆ϑ
(
j − π

∆ϑ

)
= −Ueωmax sin∆ϑ

(
j − J

2

)
(4.2.105)

となる. このようにおけば, 流入口の中間の格子点 J/2の流れ関数は,

ϕI,J/2 = 0 (4.2.106)

となる. 物理境界条件と同様, (2.3.19) より, 渦度 ζI,jは,

ζI,j = 0 (4.2.107)

となる.

左端 (ω = ωmax, ϑ = π/2, j = 3J/4)

流れの速度は, 物理境界条件 (4.2.88), (4.2.89) より,

uI,3J/4 = U, (4.2.108)

vI,3J/4 = 0 (4.2.109)

である. 流れ関数は, 物理境界条件 (4.2.90) より,

ϕI,3J/4 = −UeI∆ω (4.2.110)

となる. 渦度に対しては, Rが非常に大きいので,

∂ζI,3J/4
∂r

= 0 (4.2.111)

と考える. すなわち, 渦度 ζI,3J/4の数値境界条件は,

ζI,3J/4 = ζI−1,3J/4 (4.2.112)

となる.
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右端 (ω = ωmax, ϑ = −π/2, j = J/4)

流れの速度は, 物理境界条件 (4.2.92), (4.2.93) より,

uI,J/4 = U, (4.2.113)

vI,J/4 = 0 (4.2.114)

である. 流れ関数は, 物理境界条件 (4.2.94) より,

ϕI,J/4 = UeI∆ω (4.2.115)

となる. 渦度に対しては, 左端と同様に,

ζI,J/4 = ζI−1,J/4 (4.2.116)

とする.

流出口 (ω = ωmax, −π/2 < ϑ < π/2, J/4 + 1 ≤ j ≤ 3J/4− 1)

物理境界条件 (4.2.96), (4.2.97) は,

ϕI,j = ϕI−1,j (4.2.117)

とすることで実現される. 渦度については, 自然境界条件,

∂ζI,j
∂ω

= 0 (4.2.118)

を設定し, (4.2.118) を後進差分すると,

ζI,j − ζI−1,J

∆ω
= 0 (4.2.119)

となるので, 渦度 ζI,jの数値境界条件は,

ζI,j = ζI−1,j (4.2.120)

となる.

円柱 (ω = 0)

物理境界条件より, 円柱の境界では,

u0,j = 0, (4.2.121)

v0,j = 0, (4.2.122)

ϕ0,j = 0 (4.2.123)
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である.

渦度に関する境界条件は, 以下のように設定する:

円柱の境界からひとつ外側の格子点において, 流れ関数ϕ1,jをテーラー展開すると,

ϕ1,j = ϕ0,j +
∂ϕ0,j

∂ω
∆ω +

1

2

∂2ϕ0,j

∂ω2
(∆ω)2 + · · ·

≃ ϕ0,j +
∂ϕ0,j

∂ω
∆ω +

1

2

∂2ϕ0,j

∂ω2
(∆ω)2 (4.2.124)

となる. (4.2.122) より,

v0,j =
∂ϕ0,j

∂ω
= 0 (4.2.125)

となる. (4.2.123), (4.2.125) より, (4.2.124) は, ∆ωの 2 次までの精度で,

ϕ1,j =
1

2

∂2ϕ0,j

∂ω2
(∆ω)2 (4.2.126)

となる. (2.3.19) より,

∂2ϕ0,j

∂ω2
= ζ0,j (4.2.127)

である. (4.2.126), (4.2.127) より, 渦度 ζ0,jは,

ζ0,j =
2ϕ1,j

(∆ω)2
(4.2.128)

となる.
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第5章 予備実験

本研究における流れの計算を行う際に, 数値計算が von Neumann の安定性の条
件を満たす必要がある. したがって, von Neumann の安定性の条件を満たすため
のレイノルズ数を確認する. また, 境界が流れに影響を与えるのは好ましくない.

そこで, 流れに及ぼす境界の影響を考えなくて良いほど十分な流入出口の幅を検討
する. また, 障害物の下流の領域の広さが流れに及ぼす影響を調べるため, 岸の長
さについて検討する. これらの計算領域の予備実験を行った後, Poisson 方程式の
反復回数の予備実験を行う. 本研究の数値計算では, Gauss - Seidel 法 (付録 B.4

を参照) を使って, 流れ関数についての Poisson 方程式を計算する. 計算の打ち切
り誤差と反復回数を決めて解を求める. 計算回数が多いほど, また, 打ち切り誤差
が小さいほどより信頼のおける解であるが, 計算コストは大きくなる. そこで, 解
の信頼度と計算コストを両立させている計算の反復回数と打ち切り誤差を検討す
る. 予備実験において, 流れの障害物は四角柱とし, 渦度方程式 (2.2.18) 及び, 流
れ関数と渦度の関係式 (2.3.23) を空間微分については中央差分によって近似し, 2

次の Adams-Bashforth 法 (付録 B.2 を参照) によって時間発展を計算した. なお,

(2.2.18) の移流項には Arakawa Jacobian 法 (付録 B.3 を参照) を採用した.

5.1 von Neumann の安定性の条件を満たすレイノル
ズ数の確認

はじめに, von Neumann の安定性の条件を満たすレイノルズ数の範囲を確認す
る. 本実験の条件, ∆x = 0.1, ∆t = 0.001では, (3.3.88) より,

µ = U
∆t

∆x

= 1× 10−2

10−1

= 10−2. (5.1.1)
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また, (3.3.89) より,

µ′ =
1

Re

∆t

(∆x)2

=
1

Re

10−3

10−2

=
1

Re
× 10−1. (5.1.2)

von Neumann の安定性の条件は, (3.3.97) と (5.1.1) より,

10−4 ≤ 20

Re
,

Re ≤ 2× 105. (5.1.3)

また, (3.3.98) と (5.1.2) より,

0 ≤ 1

Re
× 10−1 ≤ 1

2
,

2× 10−1 ≤ Re (5.1.4)

となる. (5.1.3) と (5.1.4) より, von Neumann の安定性の条件を満たすレイノル
ズ数の範囲は 2× 10−1 ≤ Re ≤ 2× 105である.

5.2 流入出口の幅に関する実験

流入出口の適切な幅を検討するため, その幅を変えた 2 つの実験 (実験 A, B) を
行った. ここでは, カルマン渦が障害物の下流で発生することが知られているレイ
ノルズ数が 100 (Re = 100)のとき (水島, 武本, 2010) において実験を行った. 以
下に共通の計算条件を表 1 に, 各実験ごとのその他の計算条件を表 2 に示す.
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表 1 : 共通の計算条件.

流速 U = 1

四角柱の 1 辺の長さ S = 1

格子点間隔 ∆x = ∆y = 0.1

時間差分間隔 ∆t = 0.001

計算時間 0 ≤ t ≤ 100

レイノルズ数 Re = 100

流れ関数の打ち切り誤差 |∆ϕi,j| ≤ 10−6

計算の反復回数 100回

表 2 : 流入出口の幅に関する実験の計算条件.

実験 A 実験 B

計算領域 40× 10 40× 20

格子点数 401× 101 401× 201

四角柱の中心位置 (x, y) = (10, 5) (x, y) = (10, 10)

各実験の計算の最終時刻における渦度場を図 10, 11 にそれぞれ示す.

図 10 : 実験 A. 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 実線は正
の渦度, 破線は負の渦度を示す. 等値線の間隔は 0.01である.
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図 11 : 実験 B. 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 計算時間
や等値線の間隔は図 10 と同様.

実験 A, B の結果を元に, 本研究における適当な流入出口の長さを考察をする.

実験 A は, 図 10 より, 障害物付近と渦列の後方の左岸と右岸上に渦度の等値線が
引かれている. 実験 B は, 図 11 より, 左岸と右岸上に渦度の等値線は引かれてい
ない. 領域の幅が十分に広ければ, 障害物の存在の影響は無視することができ, 流
れは渦度 0の一様流になると期待される.

以上より, 障害物や渦列が左岸と右岸に与える影響が少ないのは, 実験 B の方で
ある. よって, 本研究においては, 実験 B の流入口の長さ, y = 20を採用する.

5.3 岸の長さに関する実験

次に, 岸の適切な長さを検討するため, 前節の実験 B と同じ幅をもち, 長さを変
えた 2 つの実験 (実験 C, D) を行った. ここでも, カルマン渦が障害物の下流で発
生することが知られているレイノルズ数が 100 (Re = 100)のときにおいて実験を
行った. 以下に共通の計算条件を表 3 に, 各実験ごとのその他の計算条件を表 4 に
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示す.

表 3 : 共通の計算条件.

流速 U = 1

四角柱の 1 辺の長さ S = 1

格子点間隔 ∆x = ∆y = 0.1

時間差分間隔 ∆t = 0.001

計算時間 0 ≤ t ≤ 100

レイノルズ数 Re = 100

流れ関数の打ち切り誤差 |∆ϕi,j| ≤ 10−6

計算の反復回数 100回
四角柱の中心位置 (x, y) = (10, 10)

表 4 : 岸の長さに関する実験の計算条件.

実験 C 実験 D

計算領域 60× 20 80× 20

格子点数 601× 101 801× 201

各実験の計算の最終時刻における渦度場を図 12, 13 にそれぞれ示す.

図 12 : 実験 C. 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 計算時間
や等値線の間隔は図 10 と同様.
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図 13 : 実験 D. 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 計算時間
や等値線の間隔は図 10 と同様.

実験 B ～ D の結果を元に, 本研究における適当な岸の長さを考察をする. 実験
B は, 図 11 より, 障害物の後方から x = 40の流出口まで渦列が表現されているが,

実験 C, D は, 図 12, 13 より, 流出口側に渦列の存在しない領域がある. また, 渦
の配列の間隔を確認すると, 実験 B, C, D ともにほとんど同じである.

以上より, 岸の長さによる違いが渦列に与える影響は少ないので, 計算コストに
無駄のないのが良い. よって, 本研究においては, 実験 B の岸の長さ, x = 40を採
用する.

5.4 反復回数の実験

最後に, 流れ関数に関する Poisson 方程式である流れ関数と渦度の関係式の計
算の反復回数を検討するため, 実験 E を行った. ここでは, 反復回数を 100 回と
し, その回数の妥当性を調べる. 前節と同様, レイノルズ数を 100(Re = 100)とし
た. この実験では, Gauss-Saidel 法を用いたときの絶対誤差の最大値である τ 回目
と τ +1回目の流れ関数の差, (∆ϕ)max = |ϕτ+1

i,j − ϕτ
i,j|を計算時間 0 ≤ t ≤ 100の間

で調べた. 以下に実験 E の計算条件を表 5 に示す.
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表 5 : 実験 E の計算条件.

流速 U = 1

四角柱の 1 辺の長さ S = 1

格子点間隔 ∆x = ∆y = 0.1

時間差分間隔 ∆t = 0.001

計算時間 0 ≤ t ≤ 100

レイノルズ数 Re = 100

計算の反復回数 100回
四角柱の中心位置 (x, y) = (10, 10)

計算領域 40× 20

格子点数 401× 201

τ = 99としたときの流れ関数の絶対誤差の最大値の時系列を図 14 に示す.

図 14 : 実験 E. 流れ関数の絶対誤差の最大値の時系列. 縦軸は誤差の
値. 横軸は時間ステップで 100000のときが t = 100. 緑線は値が 10−5,

青線は値が 2× 10−5である.

実験 E は, 図 14 より, シミュレーションの計算の初期時刻は流れ関数の値の誤
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差が大きいが, その他の時刻では, 誤差が 2 × 10−5以下である. ϕ = Uyであり,

U = 1, −10 ≤ y ≤ 10なので流れ関数は−10～10の間の値をとる. よって, この
絶対誤差は相対誤差とみなして良い. 武本ら (2012) が用いた流れ関数に関する
Poisson 方程式の数値計算法, SOR 法では, 流れ関数の計算の打ち切り誤差を 10−6

以下としている. しかし, 本研究では, 武本ら (2012) の計算法より精度は高くな
いが, 上記で述べた理由から誤差が流れに与える影響は少ないことと計算コストを
軽減するため, 計算の反復回数は 100回, 打ち切り誤差は 10−5が適切であると判断
する.
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第6章 実験

6.1 渦列幅と渦間隔についての実験

Kármán (1911) の理論的計算によると, カルマン渦列は, 渦列幅 hと渦間隔 lの
比が

h

l
= 0.28

のときに安定であるとされる. 本実験において, Kármán の理論値とシミュレー
ションの結果との適合性や渦列の特徴を調べた. 予備実験と同様, 流れの障害物は
四角柱である.

6.1.1 計算条件

前章の予備実験から決定した本実験の計算条件を表 6 に示す:

表 6 : 実験の計算条件.

流速 U = 1

四角柱の 1 辺の長さ S = 1

格子点間隔 ∆x = ∆y = 0.1

時間差分間隔 ∆t = 0.001

計算時間 0 ≤ t ≤ 100

流れ関数の打ち切り誤差 |∆ϕi,j| ≤ 10−5

計算の反復回数 100回
四角柱の中心位置 (x, y) = (10, 10)

計算領域 40× 20

格子点数 401× 201
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6.1.2 実験結果

各レイノルズ数 (Re = 80, 90, 100) の計算の最終時刻における渦度場の渦列幅 h

と渦間隔 lの様子を図 15 ～ 17 にそれぞれ示す. また, 各レイノルズ数の渦A, B,

C. . .の中心座標, 渦の中心 (渦度の極大値, 極小値) から一つ下流側の渦の中心ま
での長さ, 渦列幅 h*1と渦間隔 l, また, その比である h/lをまとめた表 7 ～ 9 もそ
れぞれ示す.

図 15 : Re = 80, 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 実線は正
の渦度, 破線は負の渦度を示す. また, 等値線の間隔は 0.01である. 各
渦を A ～ F とおく. 渦 A と渦 B の中心 (渦度の極小値と極大値) を
結んだ直線を a, 渦 B と渦 C を結んだ直線を b のようにおく. また,

渦 A と渦 C の中心の間隔を l1, 渦 B の中心から垂直に l1に下ろした
直線を h1のようにおく.

*1h1 を例に hの求め方について記述する.
まず, 渦 A, B, C について, 渦の中心の座標を求める. これにより渦間隔 l1 と渦の中心の間隔 a, b
が求められる. さらに, ヘロンの公式より, 渦 A, B, C の中心の座標で作られる三角形の面積 S1が
求められる. S1 と l1 より渦列幅 h1 が計算できる.
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表 7 : Re = 80のときの渦 A ～ F の中心座標, 一つ下流側の渦との中
心間の長さ a ∼ e. また, 渦列幅 h, 渦間隔 lとその比.

中心座標 長さ 渦列幅 渦間隔 比 (h/l)

A (19.3, 11.0) a = 4.12 h1 = 2.22 l1 = 7.31 h1/l1 = 0.30

B (22.8, 9.0) b = 4.44 h2 = 2.50 l2 = 7.51 h2/l2 = 0.33

C (26.6, 11.3) c = 4.58 h3 = 2.84 l3 = 7.61 h3/l3 = 0.37

D (30.3, 8.6) d = 4.92 h4 = 3.10 l4 = 7.90 h4/l4 = 0.39

E (34.2, 11.6) e = 5.12

F (38.2, 8.4)

図 16 : Re = 90のときの渦度の等値線図. その他の条件などは図 15

と同様.
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表 8 : Re = 90のときの渦 A ～ G の中心座標, 一つ下流側の渦との中
心間の長さ a ∼ f . また, 渦列幅 h, 渦間隔 lとその比.

中心座標 長さ 渦列幅 渦間隔 比 (h/l)

A (17.3, 9.4) a = 3.58 h1 = 1.79 l1 = 6.71 h1/l1 = 0.27

B (20.5, 11.0) b = 4.03 h2 = 2.14 l2 = 7.11 h2/l2 = 0.30

C (24.0, 9.0) c = 4.27 h3 = 2.44 l3 = 7.31 h3/l3 = 0.33

D (27.6, 11.3) d = 4.52 h4 = 2.74 l4 = 7.41 h4/l4 = 0.37

E (31.3, 8.7) e = 4.70 h5 = 3.13 l5 = 7.72 h5/l5 = 0.41

F (35.0, 11.6) f = 5.25

G (39.0, 8.2)

図 17 : Re = 100のときの渦度の等値線図. その他の条件などは図 15

と同様.
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表 9 : Re = 100のときの渦 A ～ G の中心座標, 一つ下流側の渦との
中心間の長さ a ∼ f . また, 渦列幅 h, 渦間隔 lとその比.

中心座標 長さ 渦列幅 渦間隔 比 (h/l)

A (18.6, 9.4) a = 3.67 h1 = 1.74 l1 = 6.71 h1/l1 = 0.26

B (21.9, 11.0) b = 3.89 h2 = 1.95 l2 = 6.70 h2/l2 = 0.29

C (25.3, 9.1) c = 3.86 h3 = 2.14 l3 = 6.91 h3/l3 = 0.31

D (28.6, 11.1) d = 4.27 h4 = 2.40 l4 = 6.90 h4/l4 = 0.35

E (32.2, 8.8) e = 4.14 h5 = 3.28 l5 = 6.52 h5/l5 = 0.50

F (35.5, 11.3) f = 5.16

G (39.7, 8.3)

表 7 ～ 9 より, レイノルズ数Re = 80, 90, 100のいずれの場合も渦列幅 hと渦
間隔 lの比, h/lが Kármán の理論値 0.28に近い値である. よって, 本研究におい
て, レイノルズ数Re = 80, 90, 100のときのシミュレーションの結果は Kármán

の理論と整合的であると言える. また, 室内実験 (種子田, 1988) によると, h/lは
障害物から離れるにつれ大きくなるという特徴を持つ. 本実験の h/lも障害物から
離れるにつれ大きくなってるので, シミュレーションの結果が室内実験の結果とも
整合的であると言える.

6.2 臨界レイノルズ数についての実験

流れが不安定になり, カルマン渦列が発生する臨界レイノルズ数を調べた. 前章
の実験より, レイノルズ数が 80までは渦列が発生することが分かっているので, 臨
界レイノルズ数はそれより小さい. 水島, 武本 (2010) によって, 障害物が角柱の場
合, 臨界レイノルズ数はRe = 46.2と求められている. よって, 本実験では, レイノ
ルズ数が 46 ≤ Re ≤ 46.5の範囲において, 流れが安定であるか不安定であるかを
調べた. 前章と同様に, 流れの障害物は四角柱である.

レイノルズ数がRe = 46, 46.2, 46.5における t = 100と t = 2000のときの渦度場
とそれらの渦度の差をとった偏差場を確認する. レイノルズ数と計算時間以外の計
算条件は前章の表 6 と同じである. 各レイノルズ数の渦度の等値線図と渦度の偏
差の等値線図を図 18 ～ 26 にそれぞれ示す.
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図 18 : Re = 46, 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 実線は
正の渦度, 破線は負の渦度を示す. また, 等値線の単位は 5.0× 10−6で
ある.

図 19 : Re = 46, 計算時間 t = 2000における渦度の等値線図. 等値線
の間隔などは図 18 と同様.
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図 20 : Re = 46, 計算時間 t = 100と t = 2000における渦度の値の差
の等値線図. 等値線の間隔は 0.01である.

図 21 : Re = 46.2, 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 等値線
の間隔などは図 18 と同様.
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図 22 : Re = 46.2, 計算時間 t = 2000における渦度の等値線図. 等値線
の間隔などは図 18 と同様.

図 23 : Re = 46.2, 計算時間 t = 100と t = 2000における渦度の値の差
の等値線図. 等値線の単位は 2.5× 10−5である.
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図 24 : Re = 46.5, 計算時間 t = 100における渦度の等値線図. 等値線
の間隔などは図 18 と同様.

図 25 : Re = 46.5, 計算時間 t = 2000における渦度の等値線図. 等値線
の間隔などは図 18 と同様.
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図 26 : Re = 46.5, 計算時間 t = 100と t = 2000における渦度の値の差
の等値線図. 等値線の単位は 1.0× 10−2である.

レイノルズ数が Re = 46, 46.2のときは図 20, 23 より, 渦度の差の等値線が
y = 10に関してほぼ対称であり, 等値線の単位は渦度の値に比べて, 計算誤差の
オーダーであり, 非常に小さい. よって, 流れに乱れがなく, 安定である. レイノル
ズ数がRe = 46.5のときは図 26 より, 渦度の差の等値線は y = 10に関して対称
性を崩し, 等値線の単位は渦度の値と同じオーダーである. 大きいので渦度の差は
大きい. よって, 流れに乱れが生じ, 不安定である. 以上より, 臨界レイノルズ数は
46.2 < Re ≤ 46.5の範囲に存在することが分かる.
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第7章 結論

2 次元非圧縮順圧流体の一様流中に障害物である正方角柱を配置した場合の数
値シミュレーションを実行した. 特に, 障害物の下流側の流れ場に注目した.

2 次元非圧縮順圧流体系の渦度方程式を支配方程式とする. 渦度方程式の移流項
は Arakawa Jacobin 法を採用した. 渦度方程式の空間微分に関しては中央差分で
近似し, 2 次の Adams-Bashforth 法を用いて渦度方程式の数値積分を実行した.　
Re = 100の場合に予備的な実験を行なった. このときに障害物の下流側にカル
マン渦列のような渦列が発生した. 流れに影響を及ぼさない計算領域の広さ, 渦度
と流れ関数との関係式である Poisson 方程式を Gauss-Seidel 法を用いて解く際の
反復回数や計算精度について検討した. 空間解像度が 0.1× 0.1のとき, 計算領域が
40× 20, 流れ関数についての Poisson 方程式の計算の反復回数は 100回, 打ち切り
誤差は 10−5を採用することにした. 数値積分の時間間隔は∆t = 0.01を採用した
が, この値と空間解像度の値は 2.0× 101 ≤ Re ≤ 2.0× 105の範囲のレイノルズ数
に対して von Neumann の安定性の条件を満足する.

Re = 80, 90, 100の場合に渦列幅と渦間隔について定量的に調べた. 渦列はRe =

80, 90のときも規則的に発生した. また, Re = 80, 90, 100のときの渦列幅 hと渦間
隔 lの比が Kármán の理論値, h/l ≃ 0.28に近く, 室内実験で見られる, h/lが障害
物から離れるにつれ大きくなる特徴もこの実験で確認できた.

流れが不安定になりはじめる臨界レイノルズ数についても調べた. 水島, 武本
(2010) によると正方角柱の場合の臨界レイノルズ数は 46.2と求められている. 本
研究では時刻 t = 100と t = 2000における渦度場の残差の値の大きさや対称性か
ら臨界レイノルズ数は 46.2 < Re ≤ 46.5の範囲に存在することを示した.

本研究で採用した数値計算法は 2 次精度である中央差分と 2 次精度の Adams-

Bashforth 法ではあるが, 実験の結果は先行研究の結果と整合的であった. よって,

本研究の数値シミュレーションは非常に精度の良いものであると言える.

学部卒業研究 2016/03/08(石崎 渓)



A.1 Lagrange 微分と Euler 微分 60

付 録A 数学の知識

1 Lagrange 微分と Euler 微分

流体力学には 2つの時間微分, Lagrange 微分と Euler 微分がある. その概念に
ついてこの節で説明する.

流れの運動を考えるとき,物理量 (速度や圧力)は時間だけでなく,空間座標によっ
ても変化していることを考慮することが必要である. ある物理量A = A(x, y, z, t)

の微小変化 δAは, テーラー展開の高次の微小量を無視すると,

δA =
∂A

∂t
δt+

∂A

∂x
δx+

∂A

∂y
δy +

∂A

∂z
δz (A.1)

と書くことができる. ここで,

DA

Dt
= lim

δt→0

δA

δt
(A.2)

と定義すると, (A.1) より,

DA

Dt
=

∂A

∂t
+ u

∂A

∂x
+ v

∂A

∂y
+ w

∂A

∂z
(A.3)

となる.

u = lim
δt→0

δx

δt
, v = lim

δt→0

δy

δt
, w = lim

δt→0

δz

δt
(A.4)

はそれぞれ, 速度uの x, y, z成分である.

(A.3) をベクトル形式で表すと,

DA

Dt
=

∂A

∂t
+ (u · ∇)A (A.5)

となる. 物理量Aは任意で良いので, したがって, 微分演算子として,

D

Dt
=

∂

∂t
+ u · ∇ (A.6)

が定義できる. ここで, D/Dt は Lagrange 微分, ∂/∂tは Euler 微分と呼ぶ. La-

grange 微分はある流体粒子から見た時間微分, Euler 微分は固定された場所から見
た時間微分である.
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付 録B 数値計算法の知識

1 Euler 法

いま, 微分方程式を
dx

dt
= f(x, t) (B.1)

と表す. 本文の 3.1 節で学んだ前進差分を使うと, t = tkのとき, (B.1) は,

xk+1 − xk

∆t
≈ f(xk, tk) (B.2)

と近似でき, (B.2) は,

xk+1 = xk + f(xk, tk)∆t (B.3)

と変形する. このように微分方程式 (B.1) を差分方程式 (B.3) に置き換えてから解
く方法を Euler 法と呼ぶ. 初期値 x0, t0が既知ならば f(x0, t0)が求まり, (B.3) に
従って t1における x1が求まる. さらに, x1, t1から (B.3) に従って t2における x2

が計算できる. 同様に, これらのことを繰り返すと, 将来の時間における xの値が
計算できる.

2 Adams-Bashforth 法

前節の Euler 法は 1 次の公式である. より高次の公式も導きたい. 本節では 2

次の公式である, Adams-Bashforth 法を導く.
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xk+1をテーラー展開する. ∆tの 3 次以降を無視すると,

xk+1 ≈ xk +
dxk

dt
∆t+

1

2!

d2xk

dt2
∆t2

= xk + f(xk, tk)∆t+
1

2!

df(xk, tk)

dt
∆t2

≈ xk + f(xk, tk)∆t+
1

2

f(xk, tk)− f(xk−1, tk−1)

∆t
∆t2

= xk +

(
3

2
f(xk, tk)−

1

2
f(xk−1, tk−1)

)
∆t (B.4)

ただし, fの微分を後進差分により近似している. (B.4)に従って微分方程式を解く方
法を 2次のAdams-Bashforth法と呼ぶ. この方法を用いるには, f(xk, tk), f(xk−1, tk−1)

の値が既知でなければいけない. t0から数値計算を行う場合には Euler 法などで
t1における微分方程式の解を求めておく必要がある.

3 Arakawa Jacobian 法

渦度方程式の移流項を差分法を使って近似する方法に Arakawa Jacobian 法が
ある. ここでは, その方法を説明する.

渦度方程式 (2.2.16) を再掲する:

∂ζ

∂t
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x
+

∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
=

1

Re
∇2ζ. (2.2.16)

(2.2.16) の左辺の第 2 項と第 3 項は移流項であり, 右辺は粘性項である. 粘性項を
無視すると, (2.2.16) は,

∂ζ

∂t
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x
+

∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
= 0 (B.5)

である. (B.5) について考えたとき, 移流項はエネルギーとエンストロフィー (渦
度の 2 乗平均のこと) を保存している. ここでこれらが保存していることを証明す
る.

図 B.1 のような領域 Sを考える.
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図 B.1 : x− y平面上の領域 S.

ここで, x = 0, Iの境界条件は周期的境界条件とする. また, y = 0, Jの境界条件
は ϕ = ζ = 0とする.

はじめに, (B.5) の移流項がエネルギーを保存することを証明する. エネルギー
をEとおく. エネルギーは速度の 2 乗で与えられるので,

E =

∫ ∫
(u2 + v2)dS =

∫ ∫
(u2 + v2)dxdy

=

∫ ∫ [(
−∂ϕ

∂y

)2

+

(
∂ϕ

∂x

)2
]
dxdy

=

∫ [
ϕ
∂ϕ

∂y

]y=J

y=0

dx−
∫ ∫

ϕ
∂2ϕ

∂y2
dxdy

+

∫ [
ϕ
∂ϕ

∂x

]x=I

x=0

dy −
∫ ∫

ϕ
∂2ϕ

∂x2
dxdy (B.6)

と書くことができる. ϕ = 0としているので第 1 項は 0である. また, x = 0, Iの境
界条件は周期的境界条件なので第 3 項も 0である. よって, (B.6) は,

E = −
∫ ∫

ϕ
∂2ϕ

∂y2
dxdy −

∫ ∫
ϕ
∂2ϕ

∂x2
dxdy

= −
∫ ∫

ϕ

(
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2

)
dxdy

= −
∫ ∫

ϕζdxdy (B.7)
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と変形できる. dE/dt = 0であれば, エネルギーは保存している. つまり, (B.7)

より,

dE

dt
= − d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy = 0 (B.8)

であれば良い. (B.5) の両辺に ϕをかけて, Sに関して面積積分すると,∫ ∫
ϕ
∂ζ

∂t
dxdy +

∫ ∫
ϕ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy = 0 (B.9)

となる. (B.9) の左辺第 1 項は,∫ ∫
ϕ
∂ζ

∂t
dxdy =

∫ ∫ (
∂ϕζ

∂t
− ζ

∂ϕ

∂t

)
dxdy

=
d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy −

∫ ∫
∂ϕ

∂t

(
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2

)
dxdy

=
d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy

−
∫ [

∂ϕ

∂t

∂ϕ

∂x

]x=I

x=0

dy +

∫ ∫
∂

∂x

(
∂ϕ

∂t

)
∂ϕ

∂x
dxdy

−
∫ [

∂ϕ

∂t

∂ϕ

∂y

]y=J

y=0

dx+

∫ ∫
∂

∂y

(
∂ϕ

∂t

)
∂ϕ

∂y
dxdy (B.10)

となる. ただし, x = 0, I の境界条件は周期的境界条件なので, (B.10) の右辺第 2

項は 0である. また, y = 0, J の境界条件は ϕ = 0なので, ∂ϕ/∂t = 0である. よっ
て, (B.10) の右辺第 4 項も 0である. これらの事をふまえて (B.10) を変形すると,

∫ ∫
ϕ
∂ζ

∂t
dxdy =

d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy

+

∫ ∫
∂

∂x

(
∂ϕ

∂t

)
∂ϕ

∂x
dxdy +

∫ ∫
∂

∂y

(
∂ϕ

∂t

)
∂ϕ

∂y
dxdy

=
d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy +

∫ ∫ [
∂

∂x

(
∂ϕ

∂t

)
∂ϕ

∂x
+

∂

∂y

(
∂ϕ

∂t

)
∂ϕ

∂y

]
dxdy

=
d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy +

1

2

∫ ∫
∂

∂t

(
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2

)
dxdy

=
d

dt

∫ ∫
ϕζdxdy +

1

2

d

dt

∫ ∫ (
u2 + v2

)
dxdy

= −dE

dt
+

1

2

dE

dt

= −1

2

dE

dt
(B.11)
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となる. 次に, (B.9) の左辺第 2 項は,∫ ∫
ϕ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy

=

∫ ∫ [
∂

∂x

(
1

2
ϕ2

)
∂ζ

∂y
− ∂

∂y

(
1

2
ϕ2

)
∂ζ

∂x

]
dxdy

=

∫ ∫
∂

∂y

[
ζ
∂

∂x

(
1

2
ϕ2

)]
dxdy −

∫ ∫
∂

∂x

[
ζ
∂

∂y

(
1

2
ϕ2

)]
dxdy

=

∫ [
ζ
∂

∂x

(
1

2
ϕ2

)]y=J

y=0

dx−
∫ [

ζ
∂

∂y

(
1

2
ϕ2

)]x=I

x=0

dy (B.12)

となる. ただし, (B.10) の変形と同様に境界条件を考慮すると, (B.12) の右辺第 1

項と第 2 項は 0である. よって,∫ ∫
ϕ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy = 0 (B.13)

である. (B.11) と (B.13) より, (B.9) は,

−1

2

dE

dt
+ 0 = 0,

dE

dt
= 0 (B.14)

となり, (B.8) が示された. よって, 移流項はエネルギーを保存することが証明され
た.

次に, (B.5) の移流項がエンストロフィーを保存することを証明する. エンスト
ロフィーをQとおく. エンストロフィーは渦度の 2 乗で与えられるので,

Q =

∫ ∫ (
1

2
ζ2
)
dS =

∫ ∫ (
1

2
ζ2
)
dxdy (B.15)

と書くことができる. dQ/dt = 0であれば, エンストロフィーは保存している. つ
まり, (A.15) より,

dQ

dt
=

d

dt

∫ ∫ (
1

2
ζ2
)
dxdy = 0 (B.16)

であれば良い. (B.5) の両辺に ζをかけて, Sに関して面積積分すると,∫ ∫
ζ
∂ζ

∂t
dxdy +

∫ ∫
ζ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy = 0 (B.17)

となる. (B.17) の左辺第 1 項は,∫ ∫
ζ
∂ζ

∂t
dxdy =

∫ ∫
∂

∂t

(
1

2
ζ2
)
dxdy

=
d

dt

∫ ∫ (
1

2
ζ2
)
dxdy (B.18)
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となる. 次に, (B.17) の左辺第 2 項は,∫ ∫
ζ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy

=

∫ ∫ [
∂ϕ

∂x

∂

∂y

(
1

2
ζ2
)
− ∂ϕ

∂y

∂

∂x

(
1

2
ζ2
)]

dxdy

=

∫ ∫ [
∂

∂y

(
1

2
ζ2
∂ϕ

∂x

)
− ∂

∂x

(
1

2
ζ2
∂ϕ

∂y

)]
dxdy

=

∫ [
1

2
ζ2
∂ϕ

∂x

]y=J

y=0

dx−
∫ [

1

2
ζ2
∂ϕ

∂y

]x=I

x=0

dy (B.19)

となる. ここで, 今考えている境界条件を考慮すると, (B.19) の右辺第 1 項と第 2

項は 0であるので, ∫ ∫
ζ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy = 0 (B.20)

となる. (B.18) と (B.20) より, (B.17) は,

d

dt

∫ ∫ (
1

2
ζ2
)
dxdy =

dQ

dt
= 0 (B.21)

となり, (B.16) が示された. よって, 移流項はエンストロフィーを保存することが
証明された.

以上より, 渦度方程式の移流項はエネルギーとエンストロフィーを保存している
ことが分かったので, これらのことを満たした上で移流項を差分する必要がある.

本節の冒頭で述べたように, これを実現したのが, Arakawa Jacobain 法である. こ
の方法は, (2.2.16) の移流項を

∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x
=

1

3

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
+
1

3

[
∂

∂x

(
ϕ
∂ζ

∂y

)
− ∂

∂y

(
ϕ
∂ζ

∂x

)]
+
1

3

[
∂

∂y

(
ζ
∂ϕ

∂x

)
− ∂

∂x

(
ζ
∂

∂x

)]
(B.22)

と変形する. そして, (B.22) の右辺の項で,

JL
i,j =

∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x
,

JC
i,j =

∂

∂x

(
ϕ
∂ζ

∂y

)
− ∂

∂y

(
ϕ
∂ζ

∂x

)
,

JR
i,j =

∂

∂y

(
ζ
∂ϕ

∂x

)
− ∂

∂x

(
ζ
∂

∂x

)
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とおいて, それぞれ, 中央差分で近似したものを J̃L
i,j, J̃

C
i,j, J̃

R
i,jとすると,

J̃L
i,j =

1

4∆x∆y
[(ϕi+1,j − ϕi−1,j)(ζi,j+1 − ζi,j−1)− (ϕi,j+1 − ϕi,j−1)(ζi+1,j − ζi−1,j)],

J̃C
i,j =

1

4∆x∆y
[ϕi+1,j(ζi+1,j+1 − ζi+1,j−1)− ϕi−1,j(ζi−1,j+1 − ζi−1,j−1)

−ϕi,j+1(ζi+1,j+1 − ζi−1,j+1) + ϕi,j−1(ζi+1,j−1 − ζi−1,j−1)],

J̃R
i,j =

1

4∆x∆y
[ζi,j+1(ϕi+1,j+1 − ϕi−1,j+1)− ζi,j−1(ϕi+1,j−1 − ϕi−1,j−1)

−ζi+1,j(ϕi+1,j+1 − ϕi+1,j−1) + ζi−1,j(ϕi−1,j+1 − ϕi−1,j−1)]

となる. そして, (B.22) より,

∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x
≈ 1

3

(
J̃L
i,j + J̃C

i,j + J̃R
i,j

)
(B.23)

と近似する. 以上の方法が Arakawa Jacobian 法である.

この方法が本当にエネルギーとエンストロフィーを保存しているか確かめてみ
る. まず, エネルギーの保存について確認する.

(B.9) の左辺第 2 項は,∫ ∫
ϕ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy ≃

∑
i,j

ϕi,j
1

3

(
J̃L
i,j + J̃C

i,j + J̃R
i,j

)
(B.24)

と変形できる. ϕi,jJ̃L
i,j, ϕi,jJ̃C

i,j, ϕi,jJ̃R
i,jに 4∆x∆yをかけると, それぞれ,

(4∆x∆y)ϕi,jJ̃L
i,j = ϕi,j(ϕi+1,j − ϕi−1,j)(ζi,j+1 − ζi,j−1)

−ϕi,j(ϕi,j+1 − ϕi,j−1)(ζi+1,j − ζi−1,j)

= ϕi,jϕi+1,jζi,j+1 − ϕi,jϕi+1,jζi,j−1

−ϕi,jϕi−1,jζi,j+1 + ϕi,jϕi−1,jζi,j−1

−ϕi,jϕi,j+1ζi+1,j + ϕi,jϕi,j+1ζi−1,j

+ϕi,jϕi,j−1ζi+1,j − ϕi,jϕi,j−1ζi−1,j, (B.25)

(4∆x∆y)ϕi,jJ̃C
i,j = ϕi,jϕi+1,j(ζi+1,j+1 − ζi+1,j−1)− ϕi,jϕi−1,j(ζi−1,j+1 − ζi−1,j−1)

−ϕi,jϕi,j+1(ζi+1,j+1 − ζi−1,j+1) + ϕi,jϕi,j−1(ζi+1,j−1 − ζi−1,j−1)

= ϕi,jϕi+1,jζi+1,j+1 − ϕi,jϕi+1,jζi+1,j−1

−ϕi,jϕi−1,jζi−1,j+1 + ϕi,jϕi−1,jζi−1,j−1

−ϕi,jϕi,j+1ζi+1,j+1 + ϕi,jϕi,j+1ζi−1,j+1

+ϕi,jϕi,j−1ζi+1,j−1 − ϕi,jϕi,j−1ζi−1,j−1, (B.26)
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(4∆x∆y)ϕi,jJ̃R
i,j = ϕi,jζi,j+1(ϕi+1,j+1 − ϕi−1,j+1)− ϕi,jζi,j−1(ϕi+1,j−1 − ϕi−1,j−1)

−ϕi,jζi+1,j(ϕi+1,j+1 − ϕi+1,j−1) + ϕi,jζi−1,j(ϕi−1,j+1 − ϕi−1,j−1)

= ϕi,jζi,j+1ϕi+1,j+1 − ϕi,jζi,j+1ϕi−1,j+1

−ϕi,jζi,j−1ϕi+1,j−1 + ϕi,jζi,j−1ϕi−1,j−1

−ϕi,jζi+1,jϕi+1,j+1 + ϕi,jζi+1,jϕi+1,j−1

+ϕi,jζi−1,jϕi−1,j+1 − ϕi,jζi−1,jϕi−1,j−1 (B.27)

である. ここで, 説明を分かりやすくするため図 B.2 のような 9 つの格子点を持
つ領域 T を考える. ただし, 紙面から見て, 領域 T の左右は周期的境界, 上下は格
子点が存在しないものとする.

図 B.2 : 9 つの格子点を持つ領域 T .

仮に領域 T の中央の格子点を (i, j) = (5, 5)とすると, (B.25) より,

ϕ5,5
˜JL
5,5 = ϕ5,5ϕ6,5ζ5,6 − ϕ5,5ϕ6,5ζ5,4 − ϕ5,5ϕ4,5ζ5,6 + ϕ5,5ϕ4,5ζ5,4

−ϕ5,5ϕ5,6ζ6,5 + ϕ5,5ϕ5,6ζ4,5 + ϕ5,5ϕ5,4ζ6,5 − ϕ5,5ϕ5,4ζ4,5 (B.28)
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となる. (B.26) より, 格子点 (6, 5)では,

ϕ6,5
˜JC
6,5 = ϕ6,5ϕ4,5ζ4,6 − ϕ6,5ϕ4,5ζ4,4 − ϕ6,5ϕ5,5ζ5,6 + ϕ6,5ϕ5,5ζ5,4

−ϕ6,5ϕ6,6ζ4,6 + ϕ6,5ϕ6,6ζ5,6 + ϕ6,5ϕ6,4ζ4,4 − ϕ6,5ϕ6,4ζ5,4, (B.29)

格子点 (4, 5)では,

ϕ4,5
˜JC
4,5 = ϕ4,5ϕ5,5ζ5,6 − ϕ4,5ϕ5,5ζ5,4 − ϕ4,5ϕ6,5ζ6,6 + ϕ5,5ϕ6,5ζ6,4

−ϕ4,5ϕ4,6ζ5,6 + ϕ4,5ϕ4,6ζ6,6 + ϕ4,5ϕ4,4ζ5,4 − ϕ4,5ϕ4,4ζ6,4, (B.30)

格子点 (5, 6)では,

ϕ5,6
˜JC
5,6 = −ϕ5,6ϕ6,6ζ6,5 + ϕ5,6ϕ4,6ζ4,5 + ϕ5,6ϕ5,5ζ6,5 − ϕ5,6ϕ5,5ζ4,5, (B.31)

格子点 (5, 4)では,

ϕ5,4
˜JC
5,4 = ϕ5,4ϕ6,4ζ6,5 − ϕ5,4ϕ4,4ζ4,5 − ϕ5,4ϕ5,5ζ6,5 + ϕ5,4ϕ5,5ζ4,5 (B.32)

である. (B.28) の右辺第 1, 2 項は (B.29) の右辺第 3, 4 項と, (B.28) の右辺第 3,

4 項は (B.30) の右辺第 1, 2 項と, (B.28) の右辺第 5, 6 項は (B.31) の右辺第 3, 4

項と, (B.28) の右辺第 7, 8 項は (B.32) の右辺第 3, 4 項と相殺する. ここには掲
載しないが, 他の格子点でも同様のことが成り立つ. よって, 領域 T の (B.25) と
(B.26) の和は 0になる.

次に (B.27) より, 格子点 (5, 5)では,

ϕ5,5
˜JR
5,5 = ϕ5,5ζ5,6ϕ6,6 − ϕ5,5ζ5,6ϕ4,6 − ϕ5,5ζ5,4ϕ6,4 + ϕ5,5ζ5,4ϕ4,4

−ϕ5,5ζ6,5ϕ6,6 + ϕ5,5ζ6,5ϕ6,4 + ϕ5,5ζ4,5ϕ4,6 − ϕ5,5ζ4,5ϕ4,4 (B.33)

となる. 格子点 (6, 6)では,

ϕ6,6
˜JR
6,6 = −ϕ6,6ζ6,5ϕ4,5 + ϕ6,6ζ6,5ϕ5,5 + ϕ6,6ζ4,6ϕ4,5 − ϕ6,6ζ5,6ϕ5,5, (B.34)

格子点 (4, 6)では,

ϕ4,6
˜JR
4,6 = −ϕ4,6ζ4,5ϕ5,5 + ϕ4,6ζ4,5ϕ6,5 + ϕ4,6ζ5,6ϕ5,5 − ϕ4,6ζ6,6ϕ6,5, (B.35)

格子点 (6, 4)では,

ϕ6,4
˜JR
6,4 = ϕ6,4ζ6,5ϕ4,5 − ϕ6,4ζ6,5ϕ5,5 − ϕ6,4ζ4,4ϕ4,5 + ϕ6,4ζ5,4ϕ5,5, (B.36)

格子点 (4, 4)では,

ϕ4,4
˜JR
4,4 = ϕ4,4ζ4,5ϕ5,5 − ϕ4,4ζ4,5ϕ6,5 − ϕ4,4ζ5,4ϕ5,5 + ϕ4,4ζ6,4ϕ6,5 (B.37)
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である. (B.33) の右辺第 1, 5 項は (B.34) の右辺第 2, 4 項と, (B.33) の右辺第 2,

7 項は (B.35) の右辺第 1, 3 項と, (B.33) の右辺第 3, 6 項は (B.36) の右辺第 2, 4

項と, (B.33) の右辺第 4, 8 項は (B.37) の右辺第 1, 3 項と相殺する. ここには掲
載しないが, 他の格子点でも同様のことが成り立つ. よって, 領域 T の (B.27) は 0

になる. 以上より, (B.24) は,∫ ∫
ϕ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy = 0 (B.38)

となり, (B.23) のように近似するとエネルギーが確かに保存されている. また, J̃L
i,j

と J̃C
i,j の和でもエネルギーをしていること, J̃R

i,j のみでもエネルギーを保存してい
ることが分かった.

次に, エンストロフィーの保存について確認する.

(B.17) の左辺第 2 項は,∫ ∫
ζ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy ≃

∑
i,j

ζi,j
1

3

(
J̃L
i,j + J̃C

i,j + J̃R
i,j

)
(B.39)

と変形できる. そして, エネルギーの保存の確認で行ったのと同様に計算を行うと,

(B.39) は, ∫ ∫
ζ

(
∂ϕ

∂x

∂ζ

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂ζ

∂x

)
dxdy = 0 (B.40)

となる. よって, (B.23) のように近似するとエンストロフィーが確かに保存されて
いる. ただし, エネルギーの場合と違って, J̃L

i,jと J̃R
i,jの和でもエンスロフィーを保

存している. また, J̃C
i,jのみでもエンストロフィーを保存している.

4 Jacobi 法と Gauss-Seidel 法

差分化された Poisson 方程式をコンピューター上で解く場合, いくつかの方法が
ある. ここでは, Jacobi 法と Gauss-Seidel 法について説明する.

本文, (2.3.19) に対して中央差分を行うと,

ϕi+1,j − 2ϕi,j + ϕi−1,j

(∆x)2
+

ϕi,j+1 − 2ϕi,j + ϕi,j−1

(∆y)2
= ζi,j (B.41)

となる. ϕi,jについて解くと,

ϕi,j =
(∆x)2(ϕi,j+1 + ϕi,j−1) + (∆y)2(ϕi+1,j + ϕi−1,j)− (∆x)2(∆y)2ζi,j

2 [(∆x)2 + (∆y)2]
(B.42)
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(B.42) の ϕi,jは, その隣にある ϕi+1,j, ϕi−1,j, ϕi,j+1, ϕi,j−1と ζi,jによって表現されて
いる. (B.42) の右辺を f(ϕ, ζ)とすると, Jacobi 法は,

ϕτ+1
i,j = f(ϕτ

i−1,j, ϕ
τ
i+1,j, ϕ

τ
i,j−1, ϕ

τ
i,j+1, ζi,j) (B.43)

に従って計算する. ここで ϕτ
i,jと ϕτ+1

i,j はそれぞれ, τ 回目, τ + 1回目の計算で得ら
れた値である. ϕτ

i,jと ϕτ+1
i,j の差,

∆ϕi,j = |ϕτ+1
i,j − ϕτ

i,j| (B.44)

があらかじめ決めた許容誤差以内に収まるまで計算を繰り返す. また, 収束しな
い場合もあるので, あらかじめ決めた回数で計算を打ち切る必要もある. 一方,

Gauss-Seidel 法では, 右辺の関数の計算に最新の ϕi,jの値を使う. すなわち,

ϕτ+1
i,j = f(ϕτ+1

i−1,j, ϕ
τ
i+1,j, ϕ

τ+1
i,j−1, ϕ

τ
i,j+1, ζi,j) (B.45)

に従って計算する. Gauss-Seidel 法では, すでに計算された ϕτ+1
i−1,j と ϕτ+1

i.j−1を使用
しており, Jacobi 法より解の収束が速いことが予想できる. よって, 本研究では,

Gauss-Seidel 法を採用した.
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付 録C 気象の知識

1 気象衛星画像

気象庁が提供している気象衛星画像について説明する.

気象衛星画像は気象庁が運用している静止気象衛星, ひまわりから送られてく
るものである. この衛星は, 赤道の約 35,800 km 上空で地球と同じ角速度で地球
の周りを回っており, いつも同じ範囲を宇宙から観測している. 観測の要素として
は, 雲や地表面の温度, 大気中上層の水蒸気の多寡, 土壌粒子による大気の混濁な
どがあげられる. これにより, 低気圧や台風, 黄砂や火山灰などの状態が広範囲に
わたって分かる. また, ひまわりはある時間毎に連続して観測しているので, 観測
データを連結し, 動画にすれば, 観測要素の変化や動向なども解析できる. ただし,

地球は球なので高緯度帯や東西方向の端の領域では, 大気や地表面を斜めから観測
していることになる. よって, 赤道付近に比べると水平分解能, 観測精度は良くな
いことに注意する必要がある. ひまわりが観測する画像として, 可視画像, 赤外画
像, 水蒸気画像がある. ここで, 各画像の知識を簡単に解説する. また, それらの知
識を用いて, 2015 年 1 月 9 日 10 時 (日本時間) に発生したカルマン渦状の雲列を
構成している雲形の判別を行う.

可視画像

可視画像は太陽光 (主に可視光帯域)の反射光を観測したものである. よって, 太
陽光の当たらない夜間は観測できない. 解像度は赤道付近で約 500 m である. 画
像の明るさに注目すると, 厚い雲や太陽光をよく反射する地表面域 (雪氷域や海氷
域, 積雪域など) では明るく, 白く写る. 太陽光をそれほど反射しない薄い雲は暗灰
色に写り, 雲のない領域や太陽高度の低い領域は暗く, 黒く写る. 画像のきめに注
目すると, 積乱雲などの対流雲は雲頂部に対応した凸凹が見られることが多い. 一
方, 霧や層雲などの雲頂がほぼ水平に広がった層状の雲, 雪氷域などは滑らか, 一
様に写ることが多い. 2015 年 12 月 30 日 15 時 (日本時間) の可視画像を例にこれ
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らのことを解析する.

図 C.1 : 2015 年 12 月 30 日 15 時 (日本時間) の可視画像 (気象庁,

2015) を編集した.

A : 厚い雲域

白く, 明るく写っているので厚い雲域であることが分かる. また, きめが凸凹し
ている領域も見られるので発達した対流雲も存在することが分かる.

学部卒業研究 2016/03/08(石崎 渓)



C.1 気象衛星画像 74

B : 薄い雲域

暗灰色であるので薄い雲であることが分かる. また, きめが滑らかであるので層
状雲が存在している.

C : 雪氷域

白く, 明るく写っている. また, ここには掲載しないが, 可視画像を時系列の動画
にしても C の白い領域の分布はほとんど変化しない. 緯度が高いこと, 冬季であ
ることも考慮すると, C は雪氷域であると判断できる. 太陽高度の高い西側の領域
ほど相対的に明るく写っていることも分かる.

D : 夕方

時刻は日本時間 15 時であるが, 12 月であるので, 日本の東は太陽高度が低いと
考えられる. よって, D 付近は夕方である. やや明るく写っている雲域も太陽高度
が高ければ, より明るく写っているはずである.

E : 夜

宇宙に到達する可視光がほとんどなく, この領域は完全に黒く写っている. 緯度,

季節, 時刻を考えると, 太陽がほぼ沈んだ夜に近い状況であると分かる.

赤外画像

赤外画像は大気や地表面, 雲の雲頂部が宇宙へ放射している赤外線を観測したも
のである. そのため, 太陽光の有無に関わらず, 24 時間観測できる. 解像度は赤道
付近で約 2 km である. ここでは解説しないが, 赤外画像は赤外線を観測している
と同時に, 雲や地表面の温度を観測している. 温度が低いほど白く, 明るく写り, 温
度が高いほど黒く, 暗く写るように設定されている. つまり, 温度の低い雲頂高度
の高い雲や地上気温の低い地表面ほど白く写る. 雲頂高度が低くなるにつれ, 暗く
写り, 雲が存在しない領域は黒く写る. 発達した対流雲郡が独立して存在している
場合は, 団塊状に明るく写る. 積乱雲が主体の雲域であると考えることができる.
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可視画像と同様に 2015 年 12 月 30 日 15 時 (日本時間) の赤外画像を例にこれら
のことを解析する.

図 C.2 : 2015 年 12 月 30 日 15 時 (日本時間) の赤外画像 (気象庁,

2015) を編集した.

A : 上層の雲域

白く, 明るく写っているので雲頂高度は高いことが分かる. 図 B.1 で A と同じ
領域を確認するとやや暗く写っている雲がある. よって, 上層の薄い雲であると判
断できる. おそらく巻雲であると考えられる.
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B : 中層の雲域

雲頂が中層にあると灰色に写る. 図 C.1 から厚い雲域であると分かっているが,

雲底が下層に到達してるのかどうかまでは判断できない.

C : 下層の雲域

暗灰色に写っているので雲頂高度は低い, 下層の雲域であると分かる. 図 C.1 で
はきめが滑らかなので層雲が主体の雲域であると判断できる. もし図 C.1 できめ
が凸凹しているなら層積雲や積雲であると考えられる.

D : 雲頂が上層の雲域

明るく写っている雲は雲頂が上層にあり, 図 C.1 より, 厚い雲であるので発達し
た対流雲であると判断できる. ただし, 発達した対流雲は D の領域のなかでも特
に明るい部分に存在する.

E : 雪氷域

白く, 明るく写っている. 可視画像と同様に時系列の動画にしても E の白い領
域の分布はほとんど変化しない. また, 緯度が高いこと, 冬季であることも考慮す
ると, C は雪氷域であると判断できる. 実際に, E のモンゴル付近の地表面は冬季
に−30℃以下になる.

F : 海面

暗くほとんど何も写っていないので, 被写体は表面温度は高い. 図 C.1 より, F

には雲がほとんど存在しないので, 海面の温度を観測していると判断できる.
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水蒸気画像

水蒸気画像は赤外画像の一種であり, 大気に含まれる水蒸気による吸収が強い波
長帯の赤外線を観測したものである. 大気中上層に存在する絶対温度の低い水蒸
気や雲からの弱い赤外線が放射されている領域を明域 (白色) として, 絶対温度の
高いところからの赤外線が放射されている領域を暗域 (黒色) として写るように処
理している. つまり, 大気中上層が湿潤であるほど白く, 大気中上層が乾燥してい
るほど黒く写る. 大気下層は水蒸気の多寡に関わらず絶対温度が高いので, 暗く写
る. また, 水蒸気画像を時系列に動画にすることにより大気中上層の水蒸気の流れ
が分かる. 2016 年 1 月 6 日 (日本時間) の水蒸気を例にこれらのことを確認する.

図 C.3 : 2016 年 1 月 6 日 18 時 (日本時間) の水蒸気画像 (気象庁,

2016) を編集した.
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A : 明域

白く明るいので, 大気中上層は湿潤である.

B : 暗域

暗くなっているので, 大気中上層は乾燥している.

C : 上層に存在する雲

上層に厚い雲が存在すると, 雲頂部からの絶対温度のかなり低い赤外線が観測さ
れるので, 特に明るくなる.

D : ジェット気流

高緯度側の暗域と低緯度側の明域の境界をバウンダリーと呼ぶ. バウンダリー
付近にはジェット気流が走行している. 図 C.3 のバウンダリーは境界があまり明瞭
でないが, 長距離にわたって蛇行しているのでジェット気流であると考えられる.

カルマン渦状の雲列を構成している雲形の判別

2015 年 1 月 9 日 10 時 (日本時間) の気象衛星画像である可視画像を再掲, 赤外
画像と水蒸気画像を掲載する.
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図 C.4 : 2015 年 1 月 9 日 10 時 (日本時間) の可視画像. (高知大学気
象情報頁, 2016)

図 C.5 : 2015 年 1 月 9 日 10 時 (日本時間) の赤外画像. (高知大学気
象情報頁, 2016)
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図 C.6 : 2015 年 1 月 9 日 10 時 (日本時間) の水蒸気画像. (高知大学
気象情報頁, 2016)

カルマン渦状の雲列を構成している雲は, 図 C.4 の可視画像では, 白く, 明るく
写っているので, 厚い雲であることが分かる. また, 紙面からは分かりにくいが, き
めが凸凹している. よって, この雲は厚い対流雲であると考えられる. 図 C.5 の赤
外画像では, 暗白色に写っているので, 雲頂は下層にあると考えられる. 図 C.6 の
水蒸気画像では, 済州島付近は灰白色に写っているので, 大気中上層がやや湿潤で
ある. しかし, 済州島より以南は灰色であるので, 大気中上層は雲が生成されるほ
ど湿潤ではないと思われる. 以上の分析より, カルマン渦状の雲列を構成している
雲は, 下層に存在する対流雲の積雲, または, 積雲に付随した層積雲であると判別
できる.

2 地上天気図

気象庁が作成している地上天気図, アジア地上解析図 (ASAS) は, 赤道～北緯 60

度, 東経 100 ～ 180 度における天気図である. 日本時間の 3, 9, 15, 21 時に観測し
たデータをもとに, 気象庁が解析し, 1 日 4 回発表している. ここでは, 2015 年 1

月 9 日 9 時 (日本時間) の地上天気図を例にとって, 地上天気図に関する知識を簡
単に解説する.
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図 C.7 : 2015 年 1 月 9 日 9 時 (日本時間) の地上天気図 (日本気象予
報士会, 2016) を編集した.

等圧線

図 C.7 の地上天気図において, 等値線として描かれているのは等圧線である. 等
圧線の間隔は 4 hPa であり, 20 hPa ごとに太線で描かれている. 等圧線の間隔が
狭いほど気圧差が大きい, つまり, 気圧傾度力が大きいので地上の風速は大きくな
る. また, 地衡風の関係より, 本来, 風向は等圧線と平行であるが, 地上では, 風に
摩擦がかかるのでコリオリ力が弱まり, 風向が低圧側に傾く. 低圧側には, 海上で
約 15 ～ 20 度, 陸上で約 25 ～ 30 度ほど傾いている. ただし, これらのことは天気
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図から読み取れる大まかな解析であり, 他の要素により, 実際は異なることもある.

高気圧

周りより気圧の高い領域を高圧部と呼び, 天気図上で閉じた等圧線で描かれてい
る高圧部が高気圧である. 図 C.7 にもあるように「H」と記号で示されている. 高
気圧付近は空気が上空から下降している場であるので, 空気は断熱圧縮により, 気
温が上がる. よって, 空気の飽和水蒸気圧が上がり, 相対湿度が低くなるため, 雲が
発生しにくく, 晴天になりやすい. なお, 北半球では, 高気圧の周りは時計回りに
風が吹いている. 図 C.7 の青線で囲っている高気圧のうち, 華北に位置している 2

つの高気圧はシベリア高気圧の一部である. 地表の放射冷却により, 乾燥した寒気
が堆積しており, この寒気が季節風とともに日本付近に流入している.

低気圧

周りより気圧の低い領域を低圧部と呼び, 天気図上で閉じた等圧線で描かれてい
る低圧部が低気圧である. 図 C.7 にもあるように「L」と記号で示されている. 低
気圧付近は空気が地表から上空に上昇しているので, 空気は膨張し, 温度が下がる.

よって, 空気の飽和水蒸気圧が下がり, 相対湿度が高くなるため, 雲が発生しやす
い. なお, 北半球では, 低気圧の周りは反時計回りに風が吹いている. 図 C.7 の赤
線で囲っている低気圧は温帯低気圧である. 一般に, 温帯低気圧の前面 (東側) で
高緯度側の寒気の上に低緯度側の暖気が流れ込み, 暖気が北上と上昇をしている.

逆に, 温帯低気圧の後面 (西側) で低緯度側の暖気に高緯度側の寒気が流れ込み, 寒
気が南下と下降をしている. 図 C.7 では, 温帯低気圧により, 日本列島に寒気が北
から流入している.

3 エマグラム

エマグラムは大気の鉛直状態を解析する場合に用いられるものである. ここで
は, 2015 年 1 月 9 日 9 時 (日本時間) の済州島のエマグラムを例にとって, エマグ
ラムに関する知識を簡単に解説する.
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図 C.8 : 2015 年 1 月 9 日 9 時 (日本時間) の済州島のエマグラム
(University of Wyoming, 2016) を編集した.

図の縦軸は気圧 (hPa), 横軸は気温 (℃) であり, 右側の矢羽は風向・風速 (短棒 :

5 kt, 長棒 : 10 kt, 旗 : 50 kt) を示している. 2 本ある黒太線の温度の高い線は気
温, 温度の低い線は露点温度 (空気が飽和するときの温度) の状態曲線である. 両
者の差が 3 ℃未満の気層は湿潤であり, 大気には雲が存在することが多い. 逆に,

気温と露点温度の差が大きいと空気が乾燥しており, 雲が発生しにくい. また, 気
温の状態曲線から対流圏界面を判断することができる. 対流圏界面の定義は, 気温
減率が 2 ℃/km となり, その面より上空に 2 km にわたり, 気温減率が 2 ℃/km

以下となっている層の下面を対流圏界面とする. ただし, 500 hPa より下層は除外
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とする. これらより, 図 C.8 では, 地表から 850 hPa 付近までは気層が湿潤で雲
が存在している可能性が高く, 850 hPa より上層では雲が存在していない可能性が
高い. また, 対流圏界面は水色の線の高度に存在すると考えられる. 図の緑の曲線
は乾燥断熱線であり, 気温減率は 10 ℃/km である. 未飽和の空気の上昇下降はこ
の線に沿って移動する. 紺色の曲線は湿潤断熱線であり, 気温減率は 5 ℃/km で
ある. 飽和空気の上昇下降はこの線に沿って移動する. また, ある高度の空気の気
温減率の傾きが乾燥断熱線の傾きより大きいならその空気は絶対安定であり, 乾燥
断熱線の傾きより小さく, 湿潤断熱線の傾きより大きいなら条件付き不安定, 湿潤
断熱線の傾きより小さいなら絶対不安定である. 図 C.8 では, 地表から 850 hPa

付近までは条件付き不安定, 850 hPa より上層では概ね絶対安定であることが分か
る. 図の赤線は等飽和混合比線である. 単位は g/kg であり, 乾燥空気 1 kg に含ま
れる水蒸気の質量比を表している. この線を用いると, ある高度, ある飽和混合比
の空気の露点温度が分かる.

4 カルマン渦状の雲列の発生の背景

気象衛星センター (2003) によるとカルマン渦状の雲列は風向が一定した比較的
強い下層風が吹いて, 強い逆転層の下にある層雲や層積雲によって覆われた広い海
域が存在し, 逆転層より上空に山岳が突き出している場合によく発生する. 実際に,

2015 年 1 月 9 日 9 時 (日本時間) の地上天気図 (図 C.7) を見ると, 日本列島付近
は西高東低の冬型の気圧配置であり, 東シナ海から九州にかけて等圧線が南北に並
んでいる. また, その間隔は小さいので, 気圧傾度が大きく, 北西からの強い季節
風が吹いていると考えられる. (済州島や奄美大島の天気記号の風向風速からもこ
のことが確認される.) また, 同時刻の済州島のエマグラム (図 C.8) を見ると, 850

hPa (1507 m) 付近に逆転層が存在することが分かる. さらに, 済州島の中央には
韓国最高峰の漢拏 (ハルラ) 山があり, 標高は 1950 m であり, 逆転層より 400 m

程高い. よって, この日はカルマン渦状の雲列が発生しやすい絶好の日であったと
言える.
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