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要旨

物理量を平均成分と変動成分に分け, 基礎方程式に代入して, 式全体のレイノルズ
平均をとることで乱流統計量の方程式を導出することができる.

乱流統計量の方程式は未知数の数が方程式の数よりも多く閉じていない. この問
題を解決するために導入される仮定をクロージャ仮定と呼ぶ. Mellor (1973) はあ
るクロージャ仮定を導入して方程式を閉じ, クロージャモデルを完成させた.

完成したクロージャモデルは多くの方程式からなり, 複雑である. Mellor and Ya-

mada (1974) は異方性を支配するパラメータが小さいと仮定してMellor (1973) の
乱流クロージャモデルを簡略化した. 簡略化された乱流統計量の方程式は, その簡
略化の度合によりレベル 4からレベル 1までの 4段階に分類されている.

Mellor and Yamada (1974) はレベル 4からレベル 2までののクロージャモデルを
用いて大気境界層の日変化の計算を行った. 簡略化されたモデルであるレベル 3,

レベル 2のモデルの計算結果は厳密なモデルであるレベル 4のモデルの計算結果
と大差ないので, 簡略化されたモデルの方が計算時間が短くてすむ分だけ効率がよ
いモデルであるといえる.
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1 はじめに

大気の流れは乱流状態にある. 乱流運動は乱流自身のスケールよりも大きなスケー
ルの運動に影響を与える. 従って, 大気の運動を正確に把握するためには乱流運動
まで考慮する必要がある. 大気の運動を記述する方程式の解を求める方法のひと
つに数値計算がある. 数値計算で乱流の影響を反映させるには, 格子点間隔を無限
小にすればよいが, 計算時間が無限大になってしまうので現実的に無理である. し
かし, 格子点間隔を有限にすると格子点間隔以下の運動が無視されてしまう.

有限の格子点間隔で格子点間隔以下の運動を扱うためには, 乱流運動に関係する物
理量の平均, 標準偏差, 相関といった統計量を格子点で表現されている量に関係づ
ける. このように乱流運動を扱う方法のことをパラメタリゼーションと呼ぶ.

統計量についての方程式を求めると必ずその方程式の中に高次のモーメントの項
が現れる. 例えば, 2次のモーメントについての方程式の中には 3次のモーメント
の項が含まれている. 高次のモーメントについての方程式を求めても, より高次の
モーメントの項が現れるので方程式は閉じない. そこで, いくつかの仮定を導入し
て, 高次のモーメントを低次のモーメントで置き換えて方程式を閉じる. この方程
式を閉じるための仮定をクロージャ仮定と呼び, クロージャ仮定によって閉じられ
た方程式のことをクロージャモデルと呼ぶ.

Boussinesq (1877) は乱流による運動量拡散は分子運動による運動量拡散と同じよ
うな形で表すことができると仮定し, 渦粘性モデルと呼ばれるクロージャモデルを
初めて考えた. 渦粘性モデルは 2次のモーメントを 1次のモーメントで置き換える
ことから, 1次クロージャモデルとも呼ばれる. 渦粘性モデルの欠点は渦粘性係数
を経験的に与えなくてはならないことである. 渦粘性係数は流れの状態, 大気の安
定度により大きく変化するために, 関数形を決定するのが困難である.

1950年代になると, 前述した 1次クロージャモデルの欠点を克服した 2次クロー
ジャモデルが考えられた. 2次クロージャモデルは 3次のモーメントを 2次のモー
メントで置き換えるモデルである. 渦粘性係数の関数形を決める必要がないこと,

高次のモーメントの仮定は低次のモーメントの仮定に比べて重要でないと推定さ
れることから 2次クロージャモデルは 1次クロージャモデルに比べると信頼性があ
るモデルであると考えられている (山田, 1999). 2次クロージャモデルは計算機の
性能上の理由で考案後すぐには実用化されなかった. 実際に初めて 2次クロージャ
モデルを用いたのはMellor (1973) や Donaldson (1973) である. 計算機性能が飛
躍的に向上した現在では 2次クロージャモデルは大気のシミュレーションに広く
用いられている.

Mellor(1973)の 2次クロージャモデルには乱流統計量についての時間発展方程式

2004/01/31(北守 太一)



1 はじめに 3

が 10本あり, 計算するのが大変である. Mellor and Yamada (1974) は, 異方性を
支配するパラメータは微小であるという仮定を導入して, 2次クロージャモデルを
簡略化した. 簡略化されたクロージャモデルは簡略化の度合によって 4段階のレベ
ルに分類される.

Mellor (1973) および Mellor and Yamada (1974) のモデルは現在の大気モデルに
用いられる代表的な乱流クロージャモデルである. このモデルを理解すれば大気モ
デルを構築していく上で必要な乱流クロージャモデルの基礎的な知識を得ること
ができるだろう. 本論文では, Mellor (1973) および Mellor and Yamada (1974) に
よって議論された乱流クロージャモデルの詳細を解説することを目的とする.

2章ではレイノルズ応力方程式などの乱流統計量の時間発展方程式の導出について
述べる. 3章では Mellor (1973) のクロージャモデルの導出について解説する. 4章
では Mellor and Yamada (1974) の乱流クロージャモデルの簡略化の方法と各レベ
ルのモデルを解説する. 5章では Mellor and Yamada (1974) が各レベルのモデル
の比較のために行った大気境界層のシミュレーションについて述べる. 6章は 5章
までの内容を踏まえて各レベルのモデルの特徴をまとめる.
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2 平均成分の方程式とレイノルズ応力方程式

乱流運動を取り扱うために物理量を平均成分と変動成分に分け, 基礎方程式に代入
する. さらに, 方程式全体のレイノルズ平均 (後述)をとると平均成分, 乱流統計量
の方程式を導出することができる.

2.1 系の設定

簡単のためブジネスク方程式系を考える. すなわち密度変化の影響は重力と結び
付いた項しか考えない. xi (i = 1, 2, 3)を座標変数とする直交直線座標系では連続
の式, 運動方程式, 熱力学の式はそれぞれ以下で与えられる.

∂Ui

∂xi

= 0, (1)

∂Ui

∂t
+

∂

∂xk

(UiUk) + εiklfkUl = −1

ρ

∂P

∂xi

− giβΘ + ν∇2Ui, (2)

∂Θ

∂t
+

∂

∂xk

(UkΘ) = α∇2Θ. (3)

ただし, Einsteinの和の規約を用いて書いている. ここで, Uiは速度, ρ(= const.)は
密度, P は圧力偏差, Θは温位, fi = (0, fy, f)はコリオリパラメータ, gi = (0, 0, g)

は重力, αは熱拡散率, βは体積変化率, νは動粘性係数である.

2.2 レイノルズ平均と平均成分の方程式

任意の物理量Aを以下のように平均成分と, 変動成分に分解して書き表す.

A = A + a. (4)

─をつけた量が平均成分, 小文字で書いた量が変動成分である. 以下, 同様の書き
方をする. この平均は以下の性質を満足するものと定義する.

A = A, ā = 0, AB = A B + ab, aB = 0. (5)

(5)式を満足する平均のことをレイノルズ平均と呼ぶ. レイノルズ平均は一般的に
はアンサンブル平均

A ≡ lim
N→∞

1

N

n∑

k=1

Ak(r, t) (6)

を用いて表される. ここで, rは位置ベクトルである. (6)式は確かに (5)式を満足
する. また, レイノルズ平均には以下に示すような微分演算子との互換性がある.

∂A

∂t
=

∂A

∂t
, (7)

∇A = ∇A. (8)

2004/01/31(北守 太一)



2 平均成分の方程式とレイノルズ応力方程式 5

(4)式にならって速度U , 圧力勾配 P , 温位Θを平均成分と変動成分に分けて書き,

連続の式 (1)式, 運動方程式 (2)式, 熱力学の式 (3)式に代入する. さらに各式全体
にレイノルズ平均をとることにより平均成分の方程式が求められる.

∂Ui

∂xi

= 0, (9)

∂Ui

∂t
+

∂

∂xk

(Ui Uk + uiuk) + εiklfkUl = −1

ρ

∂P

∂xi

− giβΘ + ν∇2Ui, (10)

∂Θ

∂t
+

∂

∂xk

(Uk Θ + ukθ) = α∇2Θ. (11)

(10)式, (11)式にはレイノルズ応力 uiuk, 熱伝導モーメント ukθが含まれている.

平均成分の方程式 (9)式–(11)式が閉じるためにはレイノルズ応力, 熱伝導モーメ
ントの方程式が必要となる.

2.3 レイノルズ応力方程式

uiuj, ujθの方程式を導出するための準備として変動成分の方程式が必要になる. 元
の式 (1)式–(3)式から平均成分の方程式 (9)式–(11)式を差し引くと変動成分の方
程式が求められる.

∂ui

∂xi

= 0, (12)

∂ui

∂t
+

∂

∂xk

(Uiuk + Ukui + uiuk − uiuk) + εiklfkul

= −1

ρ

∂p

∂xi

− giβθ + ν∇2ui, (13)

∂θ

∂t
+

∂

∂xk

(Θuk + Ukθ + ukθ − ukθ) = α∇2θ. (14)

レイノルズ応力方程式は (13)式に uj をかけた式と (13)式の j成分の式に uiをか
けた式を足し合わせ, さらにその式全体のレイノルズ平均をとると求められる.

∂

∂t
(uiuj) +

∂

∂xk

(
Ukuiuj + uiujuk − ν

∂

∂xk

uiuj

)

+
∂

∂xj

1

ρ
pui +

∂

∂xi

1

ρ
puj + fk(εjkluiul + εiklujul)

= − uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

− β(gjuiθ + giujθ)

+
p

ρ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
− 2ν

∂ui

∂xk

∂uj

∂xk

. (15)
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同様に, 熱伝導モーメントの方程式は (13)式に θをかけた式と (14)式に uiをかけ
た式を足し合わせ, さらにその式全体のレイノルズ平均をとることで求められる.

∂

∂t
(uiθ) +

∂

∂xk

(
Uk uiθ + uiukθ − αui

∂θ

∂xk

− νθ
∂ui

∂xk

)

+
∂

∂xi

(
1

ρ
pθ

)
+ εiklfkulθ

= −uiuk
∂Θ

∂xk

− ukθ
∂Ui

∂xk

− βgiθ2 +
p

ρ

∂θ

∂xi

− (α + ν)
∂ui

∂xk

∂θ

∂xk

. (16)

(16)式には θ2が含まれている. この θ2についての方程式は (14)式の両辺に θをか
けると求められる.

∂θ2

∂t
+

∂

∂xk

(
Uk θ2 + ukθ2 − α

∂θ2

∂xk

)
= −2ukθ

∂Θ

∂xk

− 2α
∂θ

∂xk

∂θ

∂xk

. (17)

(15)式, (16)式には uiujukや uiukθ といった変動成分の 3次の統計量が含まれて
いる. したがって方程式 (9)式–(11)式, (15)式–(17)式は閉じていない. この 3次
の統計量についての方程式を求めると, その方程式には 4次の統計量が表れる. こ
のように高次の量の方程式を求めても, さらに高次の量が現れるので方程式は閉じ
ない. 方程式を閉じるために高次の統計量を低次の統計量で近似して未知数を減
らす必要がある.

2004/01/31(北守 太一)
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3 クロージャモデル

この章では Mellor (1973) のモデルを紹介する. (9)式–(11)式, (15)式–(17)式は
方程式の数に対して未知数の数が圧倒的に多く, 方程式が閉じない. Mellor (1973)

は uiuj, ujθ, θ2 以外の統計量を uiuj, ujθ, θ2 でパラメタライズすることを考え
た. さらに, これらの統計量でパラメタライズできない部分は乱流の特徴的強さ

q ≡
√

u2
i =

√
u2 + v2 + w2 と経験的に分かっている現象の特徴的なスケールを用

いて評価できるものとして考えた. パラメタリゼーションの結果, 方程式数と未知
数の数が一致して方程式が閉じる. この閉じたモデルのことをクロージャモデルと
呼ぶ.

以下に Mellor (1973) がクロージャモデルを導出するために用いた仮定を述べる.

● (p/ρ)(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi)の項はRotta (1951) の仮定に従って以下のように
おいている.

p

ρ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
= − q

3l1

(
uiuj − δij

3
q2

)
+ Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)
. (18)

ここで l1とCは経験的に決定される値である.

● (p/ρ)(∂θ/∂xi)の項も (18)式と同様にRotta (1951) の仮定に従って以下のよ
うにおいている.

p

ρ

∂θ

∂xi

= − q

3l2
uiθ. (19)

l2も l1と同様に経験的に決定される長さスケールである.

● 2ν(∂ui/∂xk)(∂uj/∂xk)の項は粘性の影響による項は等方テンソルで表される
というKolmogorov (1941) の仮定に従って以下のようにおいている.

2ν
∂ui

∂xk

∂uj

∂xk

=
2

3

q3

Λ1

δij. (20)

ただし, Λ1は粘性の及ぶ特徴的なスケールである.

● (α+ν)(∂ui/∂xk)(∂θ/∂xk)の項も (20)式と同様にKolmogorov (1941)の仮定
に従う. この項は 1階のテンソルであり, 等方な 1階テンソルは 0しか存在し
ないので

(α + ν)
∂ui

∂xk

∂θ

∂xk

= 0 (21)

とおいている.
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● 2α(∂θ/∂xk)(∂θ/∂xk)の項は (20)式と同じような形式で

2α
∂θ

∂xk

∂θ

∂xk

= 2
q

Λ2

θ2 (22)

とおいている. Λ2は粘性の及ぶ特徴的なスケールである.

● uiujuk, uiukθ, ukθ2 の項は 2次モーメントの拡散項で表すことができると
Mellor (1973) は仮定し, それぞれ以下のような形でおいている.

uiujuk = −qλ1

{
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xj

(uiuk) +
∂

∂xi

(ujuk)

}
, (23)

uiukθ = −qλ2

(
∂ukθ

∂xi

+
∂uiθ

∂xk

)
, (24)

ukθ2 = −qλ3
∂θ2

∂xk

. (25)

ここで, λ1, λ2, λ3は特徴的な長さスケールである.

● pui, pθの項は大きさは圧力拡散項はもともと小さいというHanjalic and Lan-

nder (1972) の主張に従い, 以下のように仮定している.

pui = pθ = 0. (26)

以上の仮定 (18)式–(26)式を (15)式, (16)式, (17)式に代入して,

D

Dt
≡ ∂

∂t
+ Uk

∂

∂xk

(27)

とおくと以下のようになる.

D

Dt
(uiuj) − ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xi

(ujuk) +
∂

∂xj

(uiuk)

}

+ ν
∂

∂xk

uiuj

]
+ fk(εjkluiul + εiklujul)

= −uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

− β(gjuiθ + giujθ)

− q

3l1
(uiuj − δij

3
q2) + Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)
− 2

3

q3

Λ1

δij, (28)

D

Dt
(uiθ) − ∂

∂xk

[
qλ2

{
∂

∂xk

(uiθ) +
∂

∂xi

(ukθ)

}

+ αui
∂θ

∂xk

+ νθ
∂ui

∂xk

]
+ εiklfkulθ
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= −uiuk
∂Θ

∂xk

− ukθ
∂Ui

∂xk

− βgiθ2 − q

3l2
uiθ, (29)

Dθ2

Dt
− ∂

∂xk

(
qλ3

∂θ2

∂xk

+ α
∂θ2

∂xk

)
= −2ukθ

∂Θ

∂xk

− 2
q

Λ2

θ2. (30)

(28)式–(30)式が乱流クロージャモデルである1). (9)式–(11)式, (28)式–(30)式未
知数の数が 15個であるのに対し, 方程式の数も 15本2)であり両者の数が一致する
ので方程式が閉じる.

1)乱流クロージャモデルといった場合は乱流統計量の時間発展方程式のみを指すのか, 平均成分
の方程式も含めたものを指すのかはよくわからない. 私は前者であると考えているので, 本論文で
も乱流クロージャモデルは乱流統計量の時間発展方程式のみを指すものとする.

2)(28)式は添字の iと j を入れ換えても同じ式になるので 6本と数える.
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4 クロージャモデルの簡略化とレベル 10

4 クロージャモデルの簡略化とレベル

Mellor (1973) の乱流クロージャモデル (28)式–(30)式は 10本の時間発展方程式か
らなるので, 離散化が大変である, 計算時間がかかるといった問題がある. Mellor

and Yamada (1974)は微小な項を省略してモデルを簡略化することを考えた. 彼
らは微小項がどれであるかを判定するために様々な仮定を導入している. ここで用
いた仮定に応じて, モデルはレベル 4からレベル 1までの 4段階に分類される.

Mellor and Yamada (1974) ではコリオリ力の効果は小さいとして (28)式, (29)式,

(30)式の中の

εiklfkujul, εiklfkulθ (31)

という項を省略している. さらに

ν
∂2

∂xk
2
(uiuj), ν

∂

∂xk

(
θ
∂ui

∂xk

)
, αui

∂θ

∂xk

, α
∂θ2

∂xk

(32)

という項も省略している. Mellor and Yamada (1974) ではこの項の省略について
は特に何も述べられていない. おそらく分子粘性の影響は乱流拡散の影響に比べ
て十分小さいためにこれらの項を無視したのだろうと考えられる.

(31)式, (32)式のコリオリ項, 分子粘性拡散項を省略すると (28)式, (29)式, (30)

式はそれぞれ以下のように表される.

D

Dt
(uiuj) − ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xi

(ujuk) +
∂

∂xj

(uiuk)

}]

= −uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

− β(gjuiθ + giujθ)

− q

3l1
(uiuj − δij

3
q2) + Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)
− 2

3

q3

Λ1

δij, (33)

D

Dt
(uiθ) − ∂

∂xk

[
qλ2

{
∂

∂xk

(uiθ) +
∂

∂xi

(ukθ)

}]

= −uiuk
∂Θ

∂xk

− ukθ
∂Ui

∂xk

− βgiθ2 − q

3l2
uiθ, (34)

Dθ2

Dt
− ∂

∂xk

(
qλ3

∂θ2

∂xk

)
= −2ukθ

∂Θ

∂xk

− 2
q

Λ2

θ2. (35)

4.1 各項のオーダーの見積もり

(33)式の等方成分の和をとると以下の乱流エネルギー方程式を得る.

Dq2

Dt
− ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xi

(uiuk)

}]
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4 クロージャモデルの簡略化とレベル 11

= −2uiuk
∂Ui

∂xk

− 2βgiuiθ − 2
q3

Λ1

. (36)

また (33)式から (36)式に δij/3をかけた式を辺々引くと以下の式を得る.

D

Dt

(
uiuj − δij

3
q2

)
− ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xi

(ujuk) +
∂

∂xj

(uiuk)

− δij

3

(
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xl

(ukul)

)}]

= −ujuk
∂Ui

∂xk

− uiuk
∂Uj

∂xk

+
2

3
δijukul

∂Ul

∂xk

+ Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)

−β
(
gjuiθ + giujθ − 2

3
δijglulθ

)
− q

3l1

(
uiuj − δij

3
q2

)

(37)

以上のように (33)式を (36)式と (37)式のふたつの方程式に分けたのはレイノルズ
応力の異方成分は等方成分に比べて十分小さいという仮定をこれから導入するた
めである.

Mellor and Yamada (1974) は等方成分からのずれを表す量 aij, biを

uiuj ≡
(

δij

3
+ aij

)
q2 ; aii = 0, (38)

uiθ ≡ biqϕ (39)

と定義した. ここでϕ ≡ θ2である. ただし, 非等方成分は等方成分に比べて微小で
あると考え, aij ¿ 1, bi ¿ 1と仮定している. (38)式, (39)式を (34)式–(37)式に
代入すると表 1中の (40)式–(43)式で表される.
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表
1:
各
項
の
オ
ー
ダ
ー
の
比
較

.
そ
れ
ぞ
れ
の
項
の
下
に
そ
の
項
の
オ
ー
ダ
ー
を
示
し
た

.
た
だ
し

,
a
の
オ
ー
ダ
ー
を
持
つ
項
を
ま
と
め
て

O
(a)
と

お
い
て
い
る

.

D
q
2

D
t
−

∂

∂
x

k [
qλ

1 53
∂
q
2

∂
x

k {1
+

O
(a)} ]

=
−

2a
ik q

2
∂
U

i

∂
x

k −
2
b
k g

k β
qϕ
−

2
q
3

Λ
(40)

(I)
U

q
2/

L
q
3λ

/
L

2{1
+

O
(a)}

a
q
2U

x
β
bg

qϕ
q
3/Λ

(II)
U

q
2/

L
U

q
2/

L{1
+

O
(a)}

q
3/Λ

q
3/Λ

q
3/Λ

DD
t (a

ij q
2)−

∂

∂
x

k [
qλ

1

3

{
δ
ik

∂
q
2

∂
x

j
+

δ
jk

∂
q
2

∂
x

i −
23
δ
ij

∂
q
2

∂
x

k }{1
+

O
(a)} ]

(I)
a
U

q
2/L

q
3λ

/
L

2{1
+

O
(a)}

(II)
a
U

q
2/L

U
q
2L{1

+
O

(a)}

=−
q
2 {(

δ
ik

3
+

a
ik )

∂
U

j

∂
x

k
+

(
δ
jk

3
+

a
jk )

∂
U

i

∂
x

k −
23
δ
ij a

k
l ∂

U
l

∂
x

k −
C

(
∂
U

i

∂
x

j
+

∂
U

j

∂
x

i )}]−
β
qϕ

(g
j b

i +
g
i b

j −
23
δ
ij g

l b
l )−

q
3

3l1
a

ij
(41)

(I)
q
2U

x {1
+

O
(a)}

bβ
qϕ

g
a
q
3/l

(II)
a −

1q
3{1

+
O

(a)}
/Λ

q
3/Λ

a −
1q

3/Λ

DD
t (b

i qϕ
)−

∂

∂
x

k [
qλ

2 {
∂

∂
x

k
(b

i qϕ
)
+

∂∂
x

i (b
k qϕ

) }]
=
−

q
2 (

δ
ik

3
+

a
ik )

−
qϕ

b
k
∂
U

i

∂
x

k −
g
i β

θ
2−

q
2ϕ

b
i /3l2

(42)

(I)
bU

qϕ
/
L

q
2λ

bϕ
/
L

2
q
2Θ

x {1
+

O
(a)}

qϕ
bU

x
g
β
ϕ

2
q
2ϕ

b/l

(II)
bU

qϕ
/
L

bU
qϕ

/
L

b −
1q

2ϕ{1
+

O
(a)}

/Λ
q
2ϕ

/Λ
b −

1q
2ϕ

/Λ
b −

1q
2ϕ

/Λ

D
θ
2

D
t
−

∂

∂
x

k [
qλ

2
∂
θ
2

∂
x

k ]
=
−

2qϕ
b
k

∂
Θ

∂
x

k −
2

qΛ
θ
2

(43)

(I)
U

ϕ
2/L

q
2λ

ϕ
2/

L
2

qϕ
bΘ

x
qϕ

bΘ
x

(II)
U

ϕ
2/

L
U

ϕ
2/

L
qϕ

2/Λ
qϕ

2/Λ
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4 クロージャモデルの簡略化とレベル 13

ここで, 各変数のオーダーを以下のように定義する3).

l ≡ O(l1) = O(l2), (44)

λ ≡ O(λ1) = O(λ2) = O(λ3), (45)

Λ ≡ O(Λ1) = O(Λ2), (46)

a ≡ O(aij), (47)

b ≡ O(bi), (48)

Ux ≡ O

(
∂Ui

∂xk

)
, (49)

Θx ≡ O

(
∂Θ

∂xk

)
, (50)

g ≡ O(gi), (51)

L ≡ O(xi), (52)

U

L
≡ O

(
D

Dt

)
. (53)

(44)式–(53)式を用いると (40)式–(43)式のオーダーは 表 1(I)のように表される.

しかし, この形ではまだ各項のオーダーを比較することができない. Mellor and

Yamada (1974) ではこの比較を可能にするために, いくつかの仮定を導入した. 以
下にその仮定を述べる. なお, これらの仮定は方程式の各項のオーダーを比較可能
にするという都合のために導入されるのであり, これらの仮定の理論的根拠は存在
しないということに注意されたい. 計算した結果が現実の観測結果とよく一致し
ているかどうかを考察することでこれらの仮定の真偽が初めて明らかになる.

● (40)式左辺の第 1項と第 2項のオーダーが等しい, すなわち乱流エネルギー
の時間変化と移流による変化のオーダーが等しいと仮定して

Uq2

L
=

q3λ

L2
(54)

とおいた.

● (40)式右辺の第 1項と第 3項が支配的であると仮定して

aq2Ux =
q3

Λ
(55)

とおいた.

3)このうち λ, Lは Mellor and Yamada (1974) には定義されていない. それは左辺の時間変化
項と移流項のオーダーが等しいという仮定については数式で表さず言葉で述べているだけであるか
らである. ただし本論文ではこの仮定も数式を用いて表わしたいために λ, L を明確に定義した.
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● (41)式右辺の第 1項と第 3項が支配的であると仮定して

q2Ux = a
q3

l
(56)

とおいた.

● (42)式右辺の第 1項と第 2項が支配的であると仮定して

q2Θx =
q2ϕb

l
(57)

とおいた.

● (43)式右辺の第 1項と第 4項が支配的であると仮定して

qϕbΘx =
qϕ2

Λ
(58)

とおいた.

(55)式, (56)式から

a2 =
l

Λ
, (59)

Ux = a−1 q

Λ
(60)

が成り立つ. また, (57)式, (58)式から

b2 =
l

Λ
, (61)

Θx = b−1 ϕ

Λ
(62)

が成り立つ. (59)式, (61)式から

a = b (63)

であることがわかる. さらに

● (40)式の右辺第 2項の浮力項が他の項と同じオーダーであると仮定して

gβϕ = b−1 q2

Λ
(64)

とおく. 以上の仮定を導入することにより右辺の各項のオーダーは表 1の (II)で示
すように表される. これで左辺の項どうし, 右辺の項どうしのオーダーの比較が可
能になった. しかし, まだ左辺の項と右辺の項のオーダーを比較することは不可能
である. この比較を可能にするためにMellor and Yamada (1974) はもうひとつ仮
定を導入した. ここで導入した仮定に応じてモデルはレベル 4からレベル 1までの
4段階に分類される.
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4.2 レベル4

全ての項をそのまま残す場合, 方程式は (33)式, (34)式, (35)式となる. Mellor and

Yamada (1974) はこのモデルをレベル 4と名付けた. レベル 4のモデルは全ての
項が重要であるか, また各項の重要性の判断がつけられないような場合に用いられ
る (山田, 1999).

4.3 レベル3

(40)式の移流項の大きさは散逸・生成項に比べて aだけ小さいと仮定して

Uq2

L
= a

q3

Λ
(65)

とおく. (65)式を (40)式–(43)式に適用して各項のオーダーを比較し, aの 2次以
上の微小項を省略すると以下のように表される.

Dq2

Dt
− ∂

∂xk

[
5

3
qλ1

∂q2

∂xk

]
= −2uiuk

∂Ui

∂xk

− 2βgkukθ − 2
q3

Λ1

, (66)

uiuj =
δij

3
q2 − 3l1

q

[
(uiuk − Cq2δik)

∂Uj

∂xk

+(ujuk − Cq2δjk)
∂Ui

∂xk

− 2

3
δijukul

∂Ul

∂xk

]

−3
l1
q

β

(
gjuiθ + giujθ − 2

3
δijglukul

∂Ul

∂xk

)

+3
l1
q

∂

∂xk

{
qλ1

3

(
δik

∂q2

∂xj

+ δjk
∂q2

∂xi

− 2

3
δij

∂q2

∂xk

)]
, (67)

uiθ = −3
l2
q

(
uiuk

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+ βgiθ2

)
, (68)

Dθ2

Dt
− ∂

∂xk

(
qλ3

∂θ2

∂xk

)
= −2ukθ

∂Θ

∂xk

− 2
q

Λ2

θ2. (69)

Mellor and Yamada (1974) はこのモデルをレベル 3と名付けた. レベル 3のモデ
ルでは uiuj, uiθについての式が時間発展方程式ではなく代数方程式になっている.

レベル 3のモデルでは乱流成分の時間発展方程式は 2本に減る.

4.4 レベル2

レベル 3の仮定 (65)式の代わりに, (40)式の移流項の大きさは散逸・生成項に比べ
て a2だけ小さいと仮定して

Uq2

L
= a2 q3

Λ
(70)
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とおく. (70)式を (40)式–(43)式に適用して各項のオーダーを比較し, aの 2次以
上の微小項を省略すると以下のように表される.

q3

Λ
= −uiuk

∂Ui

∂xk

− βgkukθ, (71)

uiuj =
δij

3
q2 − 3l1

q

[
(uiuk − Cq2δik)

∂Uj

∂xk

+(ujuk − Cq2δjk)
∂Ui

∂xk

− 2

3
δijukul

∂Ul

∂xk

]

−3
l1
q

β
(
gjuiθ + giujθ − 2

3
δijglulθ

)
, (72)

uiθ = −3
l2
q

(
uiuk

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+ βgiθ2

)
, (73)

θ2 = −Λ2

q
ukθ

∂Θ

∂xk

. (74)

Mellor and Yamada (1974) はこのモデルをレベル 2と名付けた. レベル 2のモデ
ルでは乱流成分についての時間発展方程式の数はゼロになり全て代数方程式で表
される.

4.5 レベル1

レベル 2と同様に (70)式とおく. (70)を (40)式–(43)式に適用して各項のオーダー
を比較して aの 1次以上の項を省略すると以下のように表される.

q3

Λ
= −uiuk

∂Ui

∂xk

− βgkukθ, (75)

uiuj =
δij

3
q2 − ql1

(
∂Uj

∂xi

+
∂Ui

∂xj

)
, (76)

uiθ = −ql2
∂Θ

∂xi

− 3βl2
q

giθ2, (77)

θ2 = −Λ2

q
ukθ

∂Θ

∂xk

. (78)

Mellor and Yamada (1974) はこのモデルをレベル 1と名付けた.
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5 シミュレーション結果の比較

Mellor and Yamada (1974) はレベル 4, 3, 2 の 3つのモデルで大気境界層のシミュ
レーション実験を行い, その結果を比較している. 本章ではこれを紹介する.

5.1 シミュレーションの概要

5.1.1 考える系およびモデル

大気境界層での 3次元の流れを考える. ただし, 分子粘性拡散項, 熱拡散項を無視
する. すなわち α = 0, ν = 0とする.

数理モデルは 4章で述べたレベル 4からレベル 2の乱流クロージャモデルに境界
層近似を施したモデルを用いる. 境界層近似は鉛直スケールは水平スケールに比
べて十分に小さいみなす近似ある. この近似により

● 平均成分の場は静水圧平衡, すなわち U, V À W

● ∂/∂x, ∂/∂y ¿ ∂/∂z

となる. 数理モデルの離散化には陰解法を用いる.

数値モデルの計算領域は高度 0 m から 5200 m までとし鉛直方向の格子点の数は
0 m から 1000 m までの間に対数的に 20 個, 1000 m から 5200 m までの間に 60

個である. 水平方向の領域の幅と格子点の数についての記述はMellor and Yamada

(1974) にはない. 計算時間は 10日間である. 時間ステップは 1 min である. レベ
ル 3およびレベル 2のモデルでは時間ステップを 10 min にしても問題なく計算が
行われた. 計算が安定するまでに約 3日を要した.

5.1.2 境界条件

境界条件として必要なのは大気境界層上端および地表面での風速の平均成分, 温位
の平均成分, 乱流統計量の値である.

大気境界層上空の内部領域では地衡風平衡が成立している. 従って, 大気境界層上
端では水平風速の平均成分として一定の強さの地衡風を与える. 大気境界層上端
での乱流統計量は全てゼロであるとする.

地表面での温位は図 1(a)に示すように陽に与える. 風速の平均成分, 乱流統計量は
地表面での温位の値と, 図 1(b)–(d)に示される地表面熱フラックス, 摩擦速度, 地
衡風ベクトルと地表面応力のなす角の値から計算した値を与える. 地表面熱フラッ
クス, 摩擦速度, 地衡風ベクトルと地表面応力ベクトルのなす角の値は地表面に近
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いある高度での速度および温位の平均成分の値を対数分布則に代入することによ
り計算される. 対数分布則とは地表面付近での風速および温位の平均成分は高度
に対して対数分布をとるという関係のことをいう.

5.1.3 初期値

温位の初期値は Clarke et al. (1971) の観測値を簡略化したものを与える. 速度場
の初期値は中立状態での定常状態の方程式から計算したものを与える.

5.2 シミュレーション結果

Mellor and Yamada (1974)のシミュレーション結果を図 2–図 4に示す. Mellor and

Yamada (1974) では様々な量の計算結果を図示しているが本論文ではその中の代
表的な図のみを示す.

図 1: 地表面での値. (a) 温位, (b) 熱フラックス, (c) 摩擦速度, (d) 地衡風ベクトル
と地表面応力ベクトルのなす角. (a) は境界条件で与えられているものである. た
だし, (a)のΘ, (d)の αは本論分中ではそれぞれΘ, ξに対応していることに注意.

(Mellor and Yamada (1974)図 2より)
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図 2は風速の平均成分の分布を示している. どのレベルでも 22時ごろに高度 800

m で極大が現れている. この極大は夜間ジェットと呼ばれているものに対応してい
る. 朝方になるにつれジェットの高度は 300 m まで下がる. レベル 2ではレベル 3,

4に比べて, 朝方のジェットの強さが 2 m sec−1ほど強くなっている.

図 3は温位の平均成分の分布を示している. 影をつけた領域はリチャードソン数が
Ri ≥ 0.21の領域である. レベル 3とレベル 4は影をつけた部分が一致する. レベ
ル 2はレベル 3, 4と一致しない.

図 4は乱流運動エネルギーの分布を示している. 全てのレベルで, 地表面から高度
2000 m では 12時から 18時にかけて乱流運動エネルギーが発生している.

レベル 2のモデルでは図 3で影をつけた領域は図 4の乱流運動エネルギーがゼロ
の領域とほぼ完全に一致するという単純な関係が現れている. しかし, レベル 3と
レベル 4ではこのようにはなっていない.

Mellor and Yamada (1974) は, 以上のシミュレーションの結果から, レベル 4, 3, 2

の 3つのモデルはどのレベルもお互い類似した結果をもたらし, さらにレベル 4と
レベル 3との計算結果の違いはレベル 3とレベル 2とそれよりも小さいと述べて
いる.

レベル 3はレベル 4よりも乱流統計量についての時間発展方程式の数が少ない分,

計算時間が短くて済み, かつ計算結果はレベル 4と大差ない. レベル 3は効率のよ
いモデルといえる. また, レベル 2はレベル 3, 4のモデルと比べて計算結果が若干
異なるものの全体的な特徴は類似しており, かつ計算時間はレベル 3よりも短い分
効率がよい.

2004/01/31(北守 太一)



5 シミュレーション結果の比較 20

図 2: 地衡風の吹く方向に平行な風速の平均成分. (Mellor and Yamada (1974)の
図 3より)
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図 3: 温位の平均成分. 影をつけた領域はリチャードソン数が Ri ≥ 0.21 である
領域である. レベル 2では影をつけた領域が乱流の強さがゼロの領域と一致する.

(Mellor and Yamada (1974)の図 5より)
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図 4: 乱流運動エネルギー. (Mellor and Yamada(1974)の図 6より)
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6 まとめ

本論文では Mellor (1973) およびMellor and Yamada (1974) の議論を理解するこ
とを目的としていた.

まず, 乱流を取り扱うために物理量を平均成分と変動成分に分け, 方程式全体のレ
イノルズ平均をとることにより,平均成分の方程式と乱流統計量の方程式を導いた.

この方程式は閉じていないので, Mellor (1973) は方程式を閉じるためにいくつか
の仮定を導入して方程式を閉じた.

Mellor and Yamada (1974) は異方性を支配するパラメータは微小であるという仮
定を導入して微小項を省略することによりMellor (1973) のクロージャモデルを簡
略化した. 簡略化された方程式は その簡略化の度合によりレベル 4からレベル 1

までの 4段階に分類された.

Mellor and Yamada (1974) はレベル 4からレベル 2までのモデルを用いて大気境
界層の日変化のシミュレーションを行い, レベル 4からレベル 2までのモデルの比
較を行った. この結果から得られた Mellor and Yamada (1974) のモデルの特徴を
以下にまとめる.

レベル 4のモデルの計算結果は厳密解に最も近いが, レベル 3, レベル 2の計算結
果との違いは小さい. Mellor and Yamada (1974)はレベル 4のモデルは 10本の乱
流統計量の時間発展方程式を計算しなくてはならないので, 計算時間が長くなるこ
とを考えると, レベル 4モデルを用いる利点はあまりないと結論づけている.

レベル 3の計算結果はレベル 4のそれとほとんど異ならないが乱流統計量につい
ての時間発展方程式が 2本とレベル 4と比べて少ないので計算時間が短くてすむ.

Mellor and Yamada (1974)はレベル 3のモデルは効率がよく, 注目に値するモデル
であると結論づけている.

レベル 2は乱流統計量はすべて代数方程式で記述された非常に単純化されたモデ
ルである. 計算時間はレベル 3よりも短い. 計算結果はレベル 3と若干異なるもの
の, 全体的な特徴は類似している. Mellor and Yamada (1974) はレベル 2のモデル
は十分実用に耐えうるモデルであると結論づけている.

レベル 1のモデルについて Mellor and Yamada (1974) は歴史的な経緯のもとに分
類されていると述べているだけで特徴については述べていない. レベル 1は最も簡
単なモデルであるので計算時間は最も短いが, レベル 1とレベル 2では同じ数の代
数方程式を計算するという点から計算時間はそれほど変わらない.

シミュレーションの目的に応じて適切なレベルのモデルを選択することが可能に
なったという点でMellor and Yamada (1974) の功績は大きい. 目的に応じたレベ
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ルのモデルを選択するためには各レベルのモデルの特徴をよく把握することが重
要である. 厳密な計算結果が必要とされる場合はレベル 4が用いられるべきである
し, 計算効率が必要とされる場合はレベル 3あるいはレベル 2が用いられるべきで
あろう.

クロージャモデルを簡略化する際, オーダーの比較のためにいくつかの仮定を導入
した. Mellor and Yamada (1974) はレベル 4, 3, 2の計算結果が類似していること
から, これらの仮定が現実的に妥当であったと結論づけている.

これまで解説してきた内容についての今後の課題として, Mellor and Yamada (1974)

と渦粘性モデルといった他のモデルとの関連性を把握し乱流クロージャモデルの
知識をさらに深めること, 得た知識を実際に活用するために乱流クロージャモデル
を実装した大気モデルを構築することが挙げられる.
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付録 A 数式の導出

本文中に登場した数式のうち導出が大変な式の導出過程について述べる.

A.1 平均成分の方程式の導出

(10)式の導出 物理量を (4)式のように平均成分と変動成分に分け, (2)式に代入
すると

∂

∂t
(Ui + ui) +

∂

∂xk

(Ui Uk + Uiuk + Ukui + uiuk) + εiklfk(Ul + ul)

= −1

ρ

∂

∂xi

(P + p)− giβ(Θ + θ) + ν∇2(Ui + ui) (A.1)

となる. ここで両辺全体にレイノルズ平均とり, (5)式を用いると

(左辺) =
∂

∂t
(Ui + ui) +

∂

∂xk

(Ui + ui)(Uk + uk) + εiklfk(Ul + ul)

=
∂

∂t
(Ui + ui) +

∂

∂xk

(Ui Uk + uiUk + Uiuk + uiuk) + εiklfk(Ul + ul)

=
∂Ui

∂t
+

∂

∂xk

(Ui Uk + uiuk) + εiklfkUl, (A.2)

(右辺) = −1

ρ

∂

∂xi

(P + p)− giβ(Θ + θ) + ν∇2(Ui + ui),

= −1

ρ

∂

∂xi

(P + p)− giβ(Θ + θ) + ν∇2(Ui + ui)

= −1

ρ

∂P

∂xi

− giβΘ + ν∇2Ui. (A.3)

(A.2)式, (A.3)式より (10)式となる.

∂Ui

∂t
+

∂

∂xk

(Ui Uk + uiuk) + εiklfkUl = −1

ρ

∂P

∂xi

− giβΘ + ν∇2Ui.

(11)式の導出 物理量を (4)式のように平均成分と変動成分に分けて, (3)式に代
入すると

∂

∂t
(Θ + θ) +

∂

∂xk

(Uk Θ + Ukθ + Θuk + ukθ) = α∇2(Θ + θ) (A.4)

となる. ここで両辺全体にレイノルズ平均をとり, (5)式を用いると

(左辺) =
∂

∂t
(Θ + θ) +

∂

∂xk

(Uk Θ + Ukθ + Θuk + ukθ)
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=
∂

∂t
(Θ + θ) +

∂

∂xk

(Uk Θ + Ukθ + Θuk + ukθ)

=
∂Θ

∂xk

+
∂

∂xk

(Uk Θ + ukθ) (A.5)

(右辺) = α∇2(Θ + θ)

= α∇2(Θ + θ)

= α∇2Θ. (A.6)

(A.5)式, (A.6)式より (11)式となる.

∂Θ

∂xk

+
∂

∂xk

(Uk Θ + ukθ) = α∇2Θ.

A.2 レイノルズ応力方程式の導出

(15)式の導出 (13)式に ujをかけた式と (13)式の j成分の式に uiをかけたもの
を辺々足し合わせると

uj

{
∂ui

∂t
+

∂

∂xk

(Uiuk + Ukui + uiuk − uiuk) + εiklfkul

}

+ui

{
∂uj

∂t
+

∂

∂xk

(Ujuk + Ukuj + ujuk − ujuk) + εjklfkul

}

= uj

(
−1

ρ

∂p

∂xi

+ giβθ + ν∇2ui

)
+ ui

(
−1

ρ

∂p

∂xj

+ gjβθ + ν∇2uj

)
(A.7)

となる. この式を展開して整理すると

∂

∂t
(uiuj) + uj

∂

∂xk

(Uiuk) + ui
∂

∂xk

(Ujuk)

+uj
∂

∂xk

(Ukui) + ui
∂

∂xk

(Ukuj) + uj
∂

∂xk

(uiuk) + ui
∂

∂xk

(ujuk)

−uj
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ujuk) + fk(εjkluiul + εiklujul)

= −1

ρ

∂

∂xj

(pui)− 1

ρ

∂

∂xi

(puj) +
p

ρ

(
∂uj

∂xi

+
∂ui

∂xj

)

+β(gjuiθ + giujθ) + νuj∇2ui + νui∇2uj (A.8)

となる. (9)式, (12)式を用いると

((A.8)式左辺) =
∂

∂t
(uiuj) + ujuk

∂Ui

∂xk

+ uiuk
∂Uj

∂xk

+ Ukuj
∂ui

∂xk

+ Ukui
∂uj

∂xk
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+ujuk
∂ui

∂xk

+ uiuk
∂uj

∂xk

− uj
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ujuk)

+fk(εjkluiul + εiklujul)

=
∂

∂t
(uiuj) + ujuk

∂Ui

∂xk

+ uiuk
∂Uj

∂xk

+ Uk
∂

∂xk

(uiuj)

+uk
∂

∂xk

(uiuj)− uj
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ujuk)

+fk(εjkluiul + εiklujul)

=
∂

∂t
(uiuj) + ujuk

∂Ui

∂xk

+ uiuk
∂Uj

∂xk

+
∂

∂xk

(Ukuiuj)

+
∂

∂xk

(uiujuk)− uj
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ujuk)

+fk(εjkluiul + εiklujul) (A.9)

となる. また

∇2 =
∂

∂xk

(
∂

∂xk

)
(A.10)

と表し, ρは一定であることを用いると右辺は

((A.8)式右辺) = − ∂

∂xj

(
1

ρ
pui

)
− ∂

∂xi

(
1

ρ
puj

)
+

p

ρ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+ β(gjuiθ + giujθ)

−2ν
∂ui

∂xk

∂uj

∂xk

+ ν
∂

∂xk

{
∂

∂xk

(uiuj)

}
(A.11)

となる. ここで両辺全体のレイノルズ平均をとり, (5)式を用いると

(左辺) =
∂

∂t
(uiuj) + ujuk

∂Ui

∂xk

+ uiuk
∂Uj

∂xk

+
∂

∂xk

(Ukuiuj)

+
∂

∂xk

(uiujuk) + (εjkluiul + εiklujul)fk, (A.12)

(右辺) = − ∂

∂xj

(
1

ρ
pui

)
− ∂

∂xi

(
1

ρ
puj

)
+

p

ρ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

+β(gjuiθ + giujθ)− 2ν
∂ui

∂xk

∂uj

∂xk

+ ν
∂

∂xk

{
∂

∂xk

(uiuj)

}
. (A.13)

(A.12)式, (A.13)式より (15)式になる.

∂

∂t
(uiuj) +

∂

∂xk

(
Ukuiuj + uiujuk − ν

∂

∂xk

uiuj

)

+
∂

∂xj

1

ρ
pui +

∂

∂xi

1

ρ
puj + fk(εjkluiul + εiklujul)
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= − uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

− β(gjuiθ + giujθ)

+
p

ρ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
− 2ν

∂ui

∂xk

∂uj

∂xk

.

(16)式の導出 (13)式に θをかけた式と, (14)式に uiをかけた式を辺々足し合わ
せると,

θ

{
∂ui

∂t
+

∂

∂xk

(Uiuk + Ukui + uiuk − uiuk) + εiklfkul

}

+ ui

{
∂θ

∂t
+

∂

∂xk

(Θuk + Ukui + uiuk − uiuk)

}

= θ

(
−1

ρ

∂p

∂xi

− giβθ + ν∇2ui

)
+ uiα∇2θ (A.14)

となる. この式を展開して整理すると

∂

∂t
(uiθ) + ui

∂

∂xk

(Θuk) + θ
∂

∂xk

(Uiuk) + ui
∂

∂xk

(Ukθ) + θ
∂

∂xk

(Ukui)

+ ui
∂

∂xk

(ukθ) + θ
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ukθ)− θ
∂

∂xk

(uiuk) + εiklfkulθ

= −θ

ρ

∂p

∂xi

− giβθ2 + νθ∇2ui + αui∇2θ (A.15)

となる. (9)式, (12)式を用いると

((A.15)式左辺) =
∂

∂t
(uiθ) + uiuk

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+ Ukui
∂θ

∂xk

+ Ukθ
∂ui

∂xk

+uiuk
∂θ

∂xk

+ ukθ
∂ui

∂xk

− ui
∂

∂xk

(ukθ)− θ
∂

∂xk

(uiuk) + εiklfkulθ

=
∂

∂t
(uiθ) + uiuk

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+ Uk
∂

∂xk

(uiθ)

+uk
∂

∂xk

(uiθ)− ui
∂

∂xk

(ukθ)− θ
∂

∂xk

(uiuk) + εiklfkulθ

=
∂

∂t
(uiθ) + uiuk

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+
∂

∂xk

(Ukuiθ)

+
∂

∂xk

(uiukθ)− ui
∂

∂xk

(ukθ)− θ
∂

∂xk

(uiuk) + εiklfkulθ

(A.16)

となる. また (A.10)式と ρが一定であることを用いると

((A.15)式右辺) = − ∂

∂xi

(
1

ρ
pθ

)
+

p

ρ

∂θ

∂xi

+ giβθ2
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+νθ
∂

∂xk

(
∂ui

∂xk

)
+ αui

∂

∂xk

(
∂θ

∂xk

)

= − ∂

∂xi

(
1

ρ
pθ

)
+

p

ρ

∂θ

∂xi

− giβθ2 + ν
∂

∂xk

(
θ
∂ui

∂xk

)

+α
∂

∂xk

(
ui

∂θ

∂xk

)
− (α + ν)

∂ui

∂xk

∂θ

∂xk

(A.17)

ここで両辺全体のレイノルズ平均をとり, (5)式を用いると

(左辺) =
∂

∂t
(uiθ) + ukui

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+
∂

∂xk

(Ukuiθ) +
∂

∂xk

(uiukθ)

−θ
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ukθ) + εiklfkulθ,

=
∂

∂t
(uiθ) + ukui

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+
∂

∂xk

(Uk uiθ) +
∂

∂xk

(uiukθ)

−θ
∂

∂xk

(uiuk)− ui
∂

∂xk

(ukθ) + εiklfkulθ,

=
∂

∂t
(uiθ) + ukui

∂Θ

∂xk

+ ukθ
∂Ui

∂xk

+
∂

∂xk

(Uk uiθ) +
∂

∂xk

(uiukθ) + εiklfkulθ, (A.18)

(右辺) = − ∂

∂xi

(
1

ρ
pθ

)
+

p

ρ

∂θ

∂xi

− giβθ2

+ν
∂

∂xk

(
θ
∂ui

∂xk

)
+ α

∂

∂xk

(
ui

∂θ

∂xk

)
− (α + ν)

∂ui

∂xk

∂θ

∂xk

.

= − ∂

∂xi

(
1

ρ
pθ

)
+

p

ρ

∂θ

∂xi

− giβθ2

+ν
∂

∂xk

(
θ
∂ui

∂xk

)
+ α

∂

∂xk

(
ui

∂θ

∂xk

)
− (α + ν)

∂ui

∂xk

∂θ

∂xk

. (A.19)

(A.18)式, (A.19)式より (16)式になる.

∂

∂t
(uiθ) +

∂

∂xk

(
Uk uiθ + uiukθ − αui

∂θ

∂xk

− νθ
∂ui

∂xk

)

+
∂

∂xi

(
1

ρ
pθ

)
+ εiklfkulθ

= −uiuk
∂Θ

∂xk

− ukθ
∂Ui

∂xk

− βgiθ2 +
p

ρ

∂θ

∂xi

− (α + ν)
∂ui

∂xk

∂θ

∂xk

. (A.20)
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(17)式の導出 (14)式に θをかけると

θ
∂θ

∂t
+ θ

∂

∂xk

(Θuk + Ukθ + ukθ − ukθ) = αθ∇2θ (A.21)

(9)式, (12)式を用いると

((A.21)式左辺) = θ
∂θ

∂t
+ ukθ

∂Θ

∂xk

+ Ukθ
∂θ

∂xk

+ ukθ
∂θ

∂xk

− θ
∂

∂xk

(ukθ)

=
1

2

∂θ2

∂t
+ ukθ

∂Θ

∂xk

+
1

2
Uk

∂θ2

∂xk

+
1

2
uk

∂θ2

∂xk

− θ
∂

∂xk

(ukθ)

=
1

2

∂θ2

∂t
+ ukθ

∂Θ

∂xk

+
1

2

∂

∂xk

(Ukθ
2) +

1

2

∂

∂xk

(ukθ
2)− θ

∂

∂xk

(ukθ),

(A.22)

となる. また, (A.10)式を用いると

((A.21)式右辺) = αθ
∂

∂xk

(
∂θ

∂xk

)

=
1

2
α

∂

∂xk

(
∂θ2

∂xk

)
− α

∂θ

∂xk

∂θ

∂xk

(A.23)

となる. (A.22)式, (A.23)式から

1

2

∂θ2

∂t
+

1

2

∂

∂xk

(Ukθ
2) +

1

2

∂

∂xk

(ukθ
2)− θ

∂

∂xk

(ukθ)− 1

2
α

∂θ2

∂xk

= −ukθ
∂Θ

∂xk

− α
∂θ

∂xk

∂θ

∂xk

(A.24)

となる. (A.24)式の両辺を 2倍して, レイノルズ平均をとり, (5)式を用いると (17)

式になる.

∂θ2

∂t
+

∂

∂xk

(
Uk θ2 + ukθ2 − α

∂θ2

∂xk

)
= −2ukθ

∂Θ

∂xk

− 2α
∂θ

∂xk

∂θ

∂xk

. (A.25)

A.3 乱流エネルギー方程式の導出

(36)式の導出 (33)式で等方成分, すなわち i = jとした式を足し合わせ, (9)式
を用いると

Du2
i

Dt
− ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂u2

i

∂xk

+ 2
∂

∂xi

(uiuk)

}]

= −2uiuk
∂Ui

∂xk

− 2βgiuiθ − q

3l1
(u2

i − 3
1

3
q2)− 3

2

3

q3

Λ1

(A.26)
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となる. q2 = u2
i を代入すると (36)式となる.

Dq2

Dt
− ∂

∂xk

{
qλ1

(
∂q2

∂xk

+ 2
∂uiuk

∂xi

)}
= −2uiuk

∂Ui

∂xk

− 2βgiuiθ − 2
q3

Λ1

(A.27)

(37)式の導出 (33)式から (36)式に δij/3をかけた式4) を辺々引いて, 式を整理
する.

(左辺) =
D

Dt
(uiuj)− ∂

∂xk

{
qλ1

(
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xi

(ujuk) +
∂

∂xj

(uiuk)

}]

−δij

3

[
Dq2

Dt
− ∂

∂xk

{
qλ1

(
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xl

(ukul)

)}]

=
D

Dt

(
uiuj − δij

3
q2

)

− ∂

∂xk

[
qλ1

{(
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xi

(ujuk) +
∂

∂xj

(uiuk)

)

−δij

3

(
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xl

(ukul)

)}]
, (A.28)

(右辺) = −uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

− β(gjuiθ + giujθ)

− q

3l1

(
uiuj − δij

3
q2

)
+ Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)
− 2

3

q3

Λ1

δij

−δij

3

(
− 2uluk

∂Ul

∂xk

− 2βglulθ − 2
q3

Λ1

)

= −uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

+
2

3
δijukul

∂Ul

∂xk

+ Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)

−β
(
gjuiθ + giujθ − 2

3
δijglulθ

)
− q

3l1

(
uiuj − δij

3
q2

)
. (A.29)

(A.28)式, (A.29)式より (37)式となる.

D

Dt

(
uiuj − δij

3
q2

)
− ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂

∂xk

(uiuj) +
∂

∂xi

(ujuk) +
∂

∂xj

(uiuk)

− δij

3

(
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xl

(ukul)

)}]

= −uiuk
∂Uj

∂xk

− ujuk
∂Ui

∂xk

+
2

3
δijukul

∂Ul

∂xk

+ Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)

−β
(
gjuiθ + giujθ − 2

3
δijglulθ

)
− q

3l1

(
uiuj − δij

3
q2

)
.

4)(36)の添字は iを lに置き換えることに注意する.
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(40)式の導出 (38)式, (39)式を (36)式に代入すると

(左辺) =
Dq2

Dt
− ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xi

[(
δil

3
+ ail

)
q2

]}]

=
Dq2

Dt
− ∂

∂xk

qλ1

{
5

3

∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xi

(aikq
2)

}
(A.30)

となる. ここで移流項の中の aikを含む項をO(a)と表すと

(左辺) = − ∂

∂xk

qλ1

{
5

3

∂q2

∂xk

(
1 + O(a)

)}
(A.31)

となる. ただし, O(a)の項はオーダーさえ正しく表現されていればよいものとす
る. また

(右辺) = −2

(
δik

3
+ aik

)
q2 ∂Ui

∂xk

− 2βgibiqϕ− 2
q3

Λ1

= −2

3
q2∂Ui

∂xi

− 2aikq
2 ∂Ui

∂xk

− 2βgibiqϕ− 2
q3

Λ1

(A.32)

となる. ここで (9)式を用いると

(右辺) = −2aikq
2 ∂Ui

∂xk

− 2βgibiqϕ− 2
q3

Λ1

(A.33)

となる. (A.31)式, (A.33)式より (40)式となる.

Dq2

Dt
− ∂

∂xk

{
qλ1

5

3

∂q2

∂xk

(
1 + O(a)

)}
= −2aikq

2 ∂Ui

∂xk

− 2bkgkβqϕ− 2
q3

Λ
.

(41)式の導出 (38)式, (39)式を (37)式に代入すると

(左辺) =
D

Dt

{(
δij

3
+ aij

)
q2 − δij

3
q2

}
− ∂

∂xk

[
qλ1

{
∂

∂xk

[(
δij

3
+ aij

)
q2

]

+
∂

∂xi

[(
δjk

3
+ ajk

)
q2

]
+

∂

∂xj

[(
δik

3
+ aik

)
q2

]

−δij

3

(
∂q2

∂xk

+ 2
∂

∂xl

[(δkl

3
+ akl

)
q2

])}]

=
D

Dt
(aijq

2)− ∂

∂xk

[
qλ1

{
δij

3

∂q2

∂xk

+
∂

∂xk

(aijq
2)

+
δjk

3

∂q2

∂xi

+
∂

∂xi

(ajkq
2) +

δik

3

∂q2

∂xj

+
∂

∂xj

(aikq
2)
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−δij

3

∂q2

∂xk

− 2

3
δij

(
δkl

3

∂q2

∂xl

+
∂

∂xl

(aklq
2)

)}]

=
D

Dt
(aijq

2)− ∂

∂xk

[
qλ1

3

{(
δjk

∂q2

∂xi

+ δik
∂q2

∂xj

− 2

3
δij

∂q

∂xk

)

+

(
aij

∂q2

∂xk

+ ajk
∂q2

∂xi

+ aik
∂q2

∂xj

− 2

3
δijakl

∂q2

∂xl

)}]
(A.34)

ここで移流項の中で aijを含む項をまとめてO(a)と表すことにすると

(左辺) =
D

Dt
(aijq

2)− ∂

∂xk

{
qλ1

3

(
δik

∂q2

∂xj

+ δjk
∂q2

∂xi

− 2

3
δij

∂q2

∂xk

)(
1 + O(a)

)}

(A.35)

となる. また右辺は

(右辺) = −
(

δik

3
+ aik

)
q2∂Uj

∂xk

−
(

δjk

3
+ ajk

)
q2 ∂Ui

∂xk

+
2

3
δij

(
δkl

3
+ akl

)
∂Ul

∂xk

+Cq2

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)
− β

(
gjbiqϕ + gibjqϕ− 2

3
δijglblqϕ

)

− q

3l1

{(
δij

3
+ aij

)
q2 − δij

3
q2

}

= −q2

{(
δik

3
+ aik

)
∂Uj

∂xk

+

(
δjk

3
+ ajk

)
∂Ui

∂xk

−2

3
δijakl

∂Ul

∂xk

− 2

3

1

3
δij

∂Uk

∂xk

− C

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)}

−βqϕ(gjbi + gibj
2

3
δijglbl)− q3

3l1
aij

(A.36)

ここで (9)式を用いると

(右辺) = −q2

{(
δki

3
+ aki

)
∂Uj

∂xk

+

(
δkj

3
+ akj

)
∂Ui

∂xk

−2

3
δijakl

∂Ul

∂xk

− C

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)}

−βqϕ(gjbi + gibj − 2

3
δijglbl)− q3

3l1
aij (A.37)

となる. (A.35)式, (A.37)式より (41)となる.

D

Dt
(aijq

2)− ∂

∂xk

[
qλ1

3

{
δik

∂q2

∂xj

+ δjk
∂q2

∂xi

− 2

3
δij

∂q2

∂xk

}
{1 + O(a)}

]
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= −q2

{(
δik

3
+ aik

)
∂Uj

∂xk

+

(
δjk

3
+ ajk

)
∂Ui

∂xk

− 2

3
δijakl

∂Ul

∂xk

− C

(
∂Ui

∂xj

+
∂Uj

∂xi

)}

−βqϕ(gjbi + gibj − 2

3
δijglbl)− q3

3l1
aij (A.38)
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